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本 书 主要 论述 各 向 同性 与 各 向 异性 平面 弹性 理论 的 一 些 周期 间 题 , 其 中 
包括 周期 第 一 基本 问题 、 周 期 第 二 基本 问题 、 周 期 混合 问题 、 周 期 接触 问题 ， 
以 及 周期 裂纹 问题 等 ; 同时 ,也 论 及 了 某 些 周期 运动 载荷 问题 . 此 外 , 还 扼 
要 论述 了 平面 弹性 的 双 周 期 问题 ; 在 附录 中 , 还 介绍 了 循环 周期 间 题 ， 所 应 
用 的 主要 数学 工具 是 复 变 函 数论 与 奇异 积分 方程 . 本 书 内 容 是 作者 们 从 20 
世纪 60 年 代 以 来 在 这 方面 的 工作 成 果 . 

本 书 可 供应 用 数学 与 力学 工作 者 、 工 程 技 术 人 员 以 及 有 关 专 业 的 教师 参 
考 , 同时 可 作为 高 年 级 大 学 生 和 研究 生 用 的 教材 或 教学 参考 书 . 


序 


弹性 理论 中 周期 问题 的 研究 ,在 固体 力学 和 断裂 理论 中 占有 重要 地 位 
在 实际 工程 设计 中 , 这 些 研 究 也 很 重要 . 关于 平面 弹性 的 周期 问题 ， 用 复 变 
函数 论 作为 研究 的 数学 工具 , ЗЕНА, 极其 完美 . 我 们 曾 撰写 了 《平面 弹性 
理论 的 周期 问题 } 一 书 (1986 年 由 湖南 科学 技术 出 版 社 出 版 ), 但 市 面 上 早已 
GE. 因此 我 们 决定 将 其 改写 面世 ， 以 讲 读 者 . 在 改写 中 , 我 们 删 减 了 一 些 
材料 ,改进 了 某 些 论述 , 使 之 更 为 紧凑 和 准确 ， 原 书 只 讨论 了 单 周 期 问题 
在 这 次 改写 中 , 我 们 增加 了 有 关 双 周期 间 题 的 论述 ; 并 为 完整 起 见 , 还 在 附 
录 中 ， 对 循环 周期 问题 作 了 简单 的 介绍 , 值得 指出 的 是 , 书 中 所 得 到 的 解答 
都 给 出 了 封闭 形式 , 这 在 实际 应 用 和 具体 计算 时 特别 方便 . 

全 书 共 分 六 章 . 第 一 章 对 解析 函数 的 周期 边 值 问题 作 了 细致 的 论述 ， 这 
是 全 书 论证 的 数学 基础 . 第 二 章 讨 论 了 各 向 同性 平面 弹性 理论 的 各 种 周期 问 
题 . 第 三 章 推广 了 第 二 章 的 理论 与 方法 , 讨论 了 各 向 异性 平面 弹性 的 各 种 周 
期 间 题 . 第 四 章 讨 论 了 各 向 同性 弹性 半 平 面 边界 上 具有 周期 运动 载荷 的 动态 
平衡 问题 ， 第 五 章 就 各 向 同性 和 各 向 异性 弹性 平面 的 周期 裂纹 问题 作 了 较 详 
细 的 论述 . 第 六 章 扼要 论述 了 双 周 期 的 平面 弹性 问题 . 最 后 在 附录 中 还 简要 
介绍 了 平面 弹性 的 循环 周期 问题 . 

虽然 我 们 在 写作 中 尽 了 极 大 努力 ,但 书 中 不 妥 和 错误 之 处 仍 在 所 难免 ， 
尚 祈 广大 读者 不 音 指正 . 
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解析 函数 的 周期 边 值 问题 


为 讨论 平面 弹性 理论 的 周期 间 题 提供 数学 工具 , 需要 讨论 解析 函数 的 周 
期 边 值 问题 . 后 者 在 路 见 可 [6] 中 已 有 详尽 的 论述 . 为 了 本 书 的 需要 , 本 章 将 
只 复述 其 中 两 种 周期 边 值 问题 即 周 期 Riemann 边 值 问题 与 关于 半 平 面 的 周 
期 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 ， 上 述 周 期 边 值 问题 的 更 一 般 形式 是 自 守 了 薄 数 
的 边 值 问 题 , 曾 为 Ф. Д. Гахов У JI. И. Чибрикова 所 研究 ， 从 实用 观点 看 , Al 
期 边 值 问题 将 更 为 重要 . 本 章 和 以 后 各 章 所 论 及 的 周期 问题 , 是 实际 中 常 遇 
见 的 单 周 期 问题 . 

本 章 1.1, 1.2 节 考 虑 周期 Riemann 问题 ， 这 里 是 使 用 保 角 变 换 的 方法 ; 
1.3 节 考虑 关于 半 平 面 的 周期 Riemann-Hilbert 问题 , 在 讨论 中 直接 应 用 了 推 
广 的 Plemelj 公式 . 


1.1 周期 Riemann 边 值 问题 ,封闭 曲线 情况 


1.1.1 问题 的 提 法 


HEL CR=0,41, 42.) 为 无 穷 个 封闭 的 光滑 曲线 , 它们 彼此 形状 相 
H, 互 不 相交 , 且 以 ат 为 周期 水 平地 排列 (a > 0)， 如 图 1. 1 RAR. 


十 co 
WAL, 的 反 时 针 向 为 正 向 ,其 内 域 记 作 ST. m L= >) L, 的 外 域 记 作 


上 一 一 oo 


5-. 不 妨 选择 原点 OF SEM, ВА + ат, + Samy 都 在 S IN. 这 是 可 

о 以 下 为 行文 简便 起 见 ， 只 假定 Le 是 一 个 封闭 曲线 ; 实际 上 ,如 L, 是 一 组 有 限 个 
封闭 曲线 时 , 以 下 的 讨论 只 要 略 加 修改 , 仍 成 立 ， 又 若 Lo ERK -artiy 的 任 一 光 清 
弧 段 时 ,本 节 所 论 作 适 当 修正 后 ,也 完全 成 立 . 
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能 的 ,必要 时 将 坐标 轴 作 适当 平移 即 可 . 

周期 Riemann 边 值 问题 (简称 问题 P.) 提 法 如 下 : 要 求 一 以 ar 为 周期 的 、 
在 全 平面 中 分 片 全 纯 的 函数 ФС =) GEST, Е=0,-1,2,--. MS Hee), 
使 

Bt) = GB 7 (0) Hga), tEL, (1.1) 
Ж CGO). g@) 已 给 在 L 上 , МЕН (Е Holder 06), FBG) 40 
(正则 型 ), 此 外 , 它们 都 以 ax 为 周期 : 
CC 十 car) = Са), ва- ак) = g(t), t€ L; 

而 B+ (1) 分 别 表示 @(z) М z МІ 的 正 ( 左 ) 侧 和 负 ( 右 ) 侧 趋 于 上 上 的 :1 点 时 
的 边 值 ( 即 极限 值 ). 

这 里 , 一 函数 fC) € H (Holder 连续 ) 于 工 上 是 指 f(z) 满足 

| f@—fa@) [<А |а |", Vit € L, 

其 中 A, 为 正常 数 , B. 0 < z < 1. | 

TE, оо 点 是 各 曲线 L, 的 聚 点 , 故 上 述 问题 的 解 ( 如 果 存 在 ) 在 z = оо 
处 一 般 不 能 有 确定 的 极限 . 但 是 当 z =+ coi R z = r+ iy, Hh z Е, 
у = Б оо) Ш, 可 以 对 Oe) 提出 一 定 的 要 求 . 这 种 补充 的 要 求 可 以 是 各 种 各 
样 的 ; 但 在 本 书 中 , 恒 只 要 求 ФСЕ œi 有 界 ( 亦 即 有 限 ). 

4 ga) = 0 BF, 问题 称 为 齐 次 的 ， 记 作 Pls 否则 , 称 为 非 齐 次 的 . 

在 问题 中 , 我 们 已 要 求解 O) 也 以 ак 为 周期 ; 这 从 解决 实际 问题 的 观 
点 来 看 ,是 合适 的 . 但 注意 这 一 要 求 不 能 认为 是 问题 的 必然 结果 ， 因 为 , 例 
WH, 对 于 齐 次 问题 Pi 而 言 , 车 Ф, (2) 是 它 的 一 个 非 零 周 期 解 , 则 Ф, (2) 10) 
也 是 它 的 解 , 其 中 T(z) AEE RA, 这 个 解 就 不 一 定 以 ar 为 周期 了 . 而 且 
也 容易 证 明 , 任何 非 周期 解 一 定 是 上 述 形 式 ， 以 后 所 称 的 解 都 是 指 周期 解 ， 
以 ax 为 周期 . 
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1.1.2 转化 为 经 典 Riemann 边 值 问 题 


ERIE So: | Rez |< ат, Wik Ly 
全 在 So Ф. 记 55 = 57. Sy, 并 在 直线 
z = + Фак 上 取 定 正 向 使 Si 在 其 右 全 


(图 1.2). W Eo) 为 原 问题 的 解 ， 其 在 
So = St 十 So 中 的 部 分 记 作 Ф (=), Д] 
Go(z) 是 S, 中 分 片 全 纯 的 函数 ， 连 续 到 


r =+ Тат Е, EHEZ 
PTa) = СФ E +ga, t€ Lo; (1.2) 


® [+a +15) = (ак), | y |< eo. (1.3) 

反之 , Ф, (2) 为 So 中 满足 (1.2) 和 (1. 3) 的 一 个 分 片 全 纯 函 数 , 连续 到 

z == Тат БЖ, 则 把 它 作 an 的 周期 性 延 拓 后 ， 便 得 原 问题 的 一 个 解 DO). 

于 是 , 问题 P, 就 转变 为 求 S Pa Sa BR ФС), 连续 到 > = 
pan Е, 使 满足 条 件 (1. 2) 和 (1. 3)， 把 这 一 问题 记 作 R. 


注意 , 可 能 Lo 部 分 地 越 出 带 形 | Rez |< tan (图 1. 3)， 这 时 ,我 们 只 
要 把 它 略 加 修改 ， 即 用 二 周期 合同 的 
Jordan MBERE z =+ Gan 上 的 二 直线 
段 , 使 $+ 整 个 落 在 这 样 所 得 出 的 弯曲 带 
形 So 中 ; 不 妨 假 定 仍旧 保持 z =+ ак 


点 在 So 的 边界 上 . 仍旧 记 So = 5, — 59. 
用 函数 


一 tan 之 (1.4) 
a 


把 带 形 So RAD CF PH Хо. 在 图 1.2 的 情况 下 , 它 是 由 整个 “平面 
沿 着 虚 轴 在 区 间 [ 一 i, 让 之 外 前 开 而 成 的 , В z = 0, + Тат, +001, 一 coi 分 别 
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变 为 8 二 0,co,i, 一 i, Hl BZ z =+ + Таста, 右岸 . 这 时 ， Lo 变 


成 某 一 光滑 曲线 Fo， CHERA O, 但 一 士 i 则 在 其 外 ,， 且 不 与 剖 线 相交 (图 
1.4). 在 图 1. 3 的 情况 下 ,， 则 剂 线 的 形状 有 所 改变 , 但 Го ЖЕНИ, Н 
也 具有 上 述 的 一 些 其 它 性 质 ( 图 1.5). 的 内 域 记 作 St., АВЕ х. 


图 1.4 图 1.5 


记 Фо (z) 经 变换 后 成 为 p, СО, HR. 3 可 知 , CEAR MA АН 
同 极限 值 . BAND, CO 是 5 平面 中 的 分 片 全 纯 函 数 ( 在 5 二 co 处 有 界 1), 且 满 


ERI . 
@ (т) = G, MP; +в, (©, TEN, (1.5) 


其 中 G, (тг), Е, (т) 分 别 为 Gt) g) 变换 后 的 结果 ， 它们 仍 都 ЕН, H 
G, (r) 40. 于 是 问题 化 为 了 经 典 的 Riemann 问题 . 但 要 注意 ,$= 二 土 1 现在 一 
MEO. (0) 的 孤立 奇 点 . 
我 们 称 
Ind, GG) = areco, = } (1.6) 


为 原 问 题 Pi 的 指标 , 这 里 (以 及 以 后 ) СС), 表示 当 t 沿 Lo 正 向 环行 一 周 
时 函数 f(z) 的 改变 量 . 显然 它 就 是 转化 后 Riemann 问题 的 指标 : 
Ind, G, (0) = Ind СС) = А. 


1.1.3 ЭЖЕ Р 的 讨论 
这 时 ， g(t) = 0, 于 是 g. (z) == 0. 分 几 种 情况 讨论 . 
我 们 已 要 求 Фоо) AR, 这 是 要 求 p, (0) 在 = 十 1 处 也 有 界 ， 即 正 


则 , 这 时 问题 (1.5) 的 一 般 解 为 
Ф, (=X, (ОР, С, (1.7) 


其 中 
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Xt (p = ег. ， cext, 
X,(O= (1.8) 
X. GD = oO, CED. 


这 里 
1 log r*G „ (т) 
Г, 69) 2xi Г, r— t ат, (1. 9) 
MP. 是 次 任意 多 项 式 ROOM, UW P, (О = 0). 
Е) = 平面 ， 则 有 
D (z) = Хо Се Рь (tan 2), (1.10) 
这 里 
ХЕ (=) = его, z€ St, 
Xo (z) (1.11) 
o Хо (z) = сой е0, Є 85, 
而 
log {cot $ G) 
Г) = = log (cor CO) dt 
am Lo tan + — tan Z cos? É 
a a a 
1 kt t—z t 
= sol. log (сот — со) (cot + tan a )d: 
=l at 
|, log (со со) 
把 常数 C 并 和 人 P; 中 , 因此 可 以 认为 
T(z) = sl. юв (со со) cot š = dt, (1.12) 


其 中 对 数 可 以 任意 取 定 一 支 . 
如 将 Bo (=) 作 周 期 ат 的 延 拓 , 并 注意 到 (1. 10) — (1. 12) 诸 分 析 式 中 所 


出 现 的 函数 均 为 以 ar 为 周期 ， 故 不 加 改变 , 立即 得 到 原 问题 Pi 的 一 般 解 


plz) = X(2)P,(tan =), (1. 10)’ 
a 
Х+(=) = d, z€ S+, 
X(z) (1.11 
Z T] y-er) = cott е9, 2 ES, 


mro ВД. 12) RAW. XC zx) 仍 称 为 问题 P, 的 典 则 范 数 . 这 个 一 般 解 还 
可 写成 


平面 弹性 周期 问题 概论 
(1.13) 


Ф( х) -| 
_ ] 
Ф (xz) = 
a 
其 中 Q, (Х,У) Æ XY 的 任意 KAKER < 0 BF, Q, = 0) 
次 周期 问题 P) 当 指 标 


因此 ,我 们 得 到 
如 要 求 C+ co) HH, W 
Ов, 问题 有 上 十 1 个 线性 无 关 解 ; з АСО, 问题 只 有 零 解 


定理 1.1 (Чибрикова) 
(1.14) 


附带 指出 ， 因 为 
cos" iz siniz = >e, ATTE ， 
`Y Vs AY E 


其 中 Cu A) 为 某 些 常数 ,， 故 知 : ША = 2m 为 偶数 时 , 还 可 写 
Qom ( sin ;COS 一 )= a+ (e cos 一 一 as + 8; si 
j=l 
a ` ` 
LI 


ЩА = 2m 十 1 为 奇数 时 , 还 可 写 
Qomt (sin = ,cos 2)= > (а, сов rz + В; ѕіп Qj 十 22] (1.14) 
В, 在 一 般 解 (1. 13) 中 , 也 可 把 Q, 写成 上 述 形式 的 任意 三 角 多 项 式 


问题 Р, 的 讨论 


非 齐 次 
— dr, 


1.1.4 
我 们 将 反复 应 用 下 面 的 重要 公式 : 
推广 的 Plemelj 公式 ”如 果 git) € H, 以 ux 为 周期 ,而 
VG) = sil, ete) cot 
° dt, t € L, (1.15) 
‚ A Hilbert 核 的 积分 . 


则 
НЕ +5 zal, 8 cot = 


(to) = 一 


yr 
其 中 右 端的 积分 要 理解 为 Cauchy HARD 
r" t— lo 
只 要 将 cot 在 t 二 to W 


为 了 证 明 其 成 立 ， 
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然后 应 用 熟知 的 Plemelj 公式 ( 见 Мусхелишвили [1] 或 路 见 可 [6]) Ера. 
现在 来 讨论 非 齐 次 问题 P, (1.1). 
这 时 g(t) 40, 从 而 в, C) FO. 
Hk 2>— 1 Bf, 问题 (1.5) 的 一 般 解 为 
Ф. (О = X, (P Gr, (t) + P, О), 
其 中 
1 Б. G) dr 
2710г Xt (r) т- 5’ 
ЩА 1, 当 且 仅 当 满足 一 & 一 1 个 条 件 


| gx (z) r 六 dr 一 0， j=1,2,.…,—k—1l 


Я, (© = 


г, Xt (т) 
时 才 有 唯一 解 . 
回 到 z FR, `4 k 2— 1 Bf, 问题 P 的 一 般 解 为 
Oz) = X(2) (We) + P, [tan =), (1. 16) 
其 中 
-l g(t) 上 一 之 + 
We = Zaril, XT (D (cot P + tan P jd (1.17) 


当 & 之 0 时 ,可 把 上 式 右 端 括号 中 后 一 项 略 去 , 并 入 P, 的 常数 项 中 , 而 有 


_ 1 g(t) 21. , 
YG) = Za |, EP cot =? dr, (1.17) 


{Ы ц k=—1 et, 此 项 不 能 略 去 , 以 保证 当 z =+ Тат ХУ 有 界 ， 当 
Ё < 一 时 ， 当 且 仅 当 满 足 一 & 一 1 个 条 件 


g(t) sin} 2 
| dt 0, ул, -в-1 — G.18 
Lo X t (2) cosit! = 
时 有 了 唯一 解 (1. 16), 这 时 P, = 0 一 一 且 这 时 Ye) 必须 以 (1. 17) (而 不 能 由 
(1.17)) Aw. 
这 样 ,我 们 得 到 


定理 1.2 (Чибрикова} 如 要 求 ФСБ оо) 有 界 ， 则 非 齐 次 问题 P, š #E2>—1 
时 ， 问题 的 一 般 解 中 含 上 十 1 个 任意 常数 ; 当 上 一 一 1 时 ， 当 且 仅 当 满 足 
一 上 一 ] 个 条 件 (1.18) 时 有 唯一 解 . 
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1.1.5 一 个 特例 


考虑 GO = K A— BRA 0) 的 特殊 情形 , 这 在 应 用 中 常见 . 
这 时 ， 指标 一 0， 于 是 


1 t— z log K . t—z 
一 一 -~ = 1 
Г) |, log К cot z dż Oni | og sin a |. 


ree z€ 5+, 


0, 之 e 5. 
因此 , XT) = K, X (=) = 1. МЫ, Ж ФСЕ coi) 有 界 的 一 般 解 是 
t [= + 
al, se cot P 4: +С, z€ S7, 
Ф(=) = 1，1 (1.19) 
1— & Ó _ 
k (som, se cot я +С), z€ 87. 


这 直接 由 推广 的 Plemelj 公式 也 可 验证 ， 


1.2 Л Riemann 边 值 问题 ,开口 狐 段 
和 间断 系数 情况 


1.2.1 开口 弧 段 的 情况 


这 里 ,考虑 Lo 是 由 p AFORM, D, Cr = 1,2,…,p) 构成 的 情况 ， 
而 GQ). g() 在 每 一 缴 段 上 连 端 点 在 内 均 € H, AG) 40. 每 一 弧 段 设 以 
а, 为 起 点 , b, HAA. 而 构成 正 向 . 

把 o b, 统一 记 作 ci осо ,cs,， 和 经 典 情况 一 样 ,可 以 把 它们 分 成 如 下 
两 类 : 在 每 一 4,0, E, 任 取 logG(t) 的 一 支 , 设 


F slog Gc) = a; + iĝ; j= 1,2,  2b. 


这 里 , 当 cj = а, В, 左边 取 负 号 , Че, = b, 时 , RIES. о, 为 一 整数 ， 则 
Жс 为 一 特殊 端 ; 如 a; 不 是 整数 , 则 称 c 为 平常 端 . 记 所 有 平常 端 为 cl， 
сост» НЕЕ съда Сие 9°89 Cops 

我 们 要 求 (1. D 的 分 片 全 纯 周 期 解 ,使 在 平常 端 ci ,cs c. (9 < т) 附 
近 保 持 有 界 ， 而 在 其 余 端 点 附近 ,至 少 无 界 可 积 . 把 这 种 解 仍 称 作 属于 A, = 
(су со ›*** c ) 238. 和 经 典 情况 一 样 , 可 以 证 明 , 这 样 的 解 如 存在 , 它 在 特殊 
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端 附近 必 几 乎 有 界 : 
lim(z—c)'B(z) =0 б> т), 
e 为 任意 小 正 数 . 如 果 解 在 所 有 端点 附近 有 界 ， 则 称 它 属 于 ho 2. 
定义 问题 (1. 1) 的 指标 如 下 . 对 于 特殊 端 c, ФА, =—а,; 对 于 平常 端 c， 
34 у < q hF, ЖЖ, 0 а; +A, < 1, 3 j В, 使 一 1 < a; + À; < 
0, #k 


k 一 一 > (1.20) 


为 问题 (1. 1) 关于 类 h, 的 指标 . 

仍 用 (1.4) 变换 到 5 平面 ,问题 就 转化 为 (1.5). 因为 L, 都 不 经 过 (1. 4) 
HAA, 所 以 G, (о). (7) EM 上 仍 保有 原来 的 性 质 , 且 各 端点 的 类 型 也 
ЖЖ. 因此 ， 求 原 问 题 (1. 1) 在 类 he C2 уса) 中 的 解 ， 就 变 成 求 (1. 5) # 
Ж hler ,cz ，… са ) 中 的 解 ， 这 里 


с; = tan Ž G =1,2,+,2p), 


但 在 $= 十 i 处 仍 保 留 有 任意 性 , П Ф, (оо) 则 必须 有 界 . 
现在 来 讨论 齐 次 问题 Pi. 
我 们 知道 , 齐 次 问题 (1. 5) (g, (г) = 0) 的 解 , 在 特殊 端 附近 ,必定 有 
界 ; 在 平常 端 附近 , MAR, 则 必 为 零 ( 见 路 见 可 [6]). BR, 齐 次 问题 Pi 的 
解 也 有 类 似 性 质 . 
这 时 间 题 (1. 5) 在 h, 类 中 的 一 般 解 为 
Ф, (О = X, (ОР, (Š). 
НХ, (© = H, (Ое ©, Ш 
n, ( = e-s X, Г.Ф = 34), юв. Par, 
回 到 z 平面 ， Ва. 1) 在 h, 类 中 的 一 般 解 为 
Ф(=) = X(z)P,(tan=), (1.21) 


其 中 典 则 函数 
X(z) = H(z)e™, (1.22) 
而 


2p z EN) 
П(2) = [I (tan = — tan 2) , (1.23) 


j=1 
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dt. (1.24) 


Iz) = anil, log G(t) cot fT 
如 再 把 HC) 的 一 常数 因子 并 入 P, 中 , 则 一 般 解 (1. 21) 还 可 写成 
O(z) = ПСЕ — TOQ, (sin = cos =). (1, 23)’ 


注意 ， ere.) ame, 
对 于 非 齐 次 问题 P ， 和 经 典 情况 一 样 , 在 特殊 端 c; 附近 , ДСС) Al, 
则 Sz) 仍 有 界 ; MGC) = 1, 则 一 般 ФС) 只 能 是 几乎 有 界 ( 具 对 数 奇 异 


tE), RIE gC) = 0. 

1.2.2 一 个 重要 特例 

为 以 后 应 用 的 需要 , 考虑 下 列 情况 : Lo аз Е ЖЕ: — I<: < 
(1< ar), B GG) =— K 是 一 负 常 数 的 情形 ， 并 求 在 类 ho 中 的 解 ， 即 在 


z =+ 1 处 允许 无 界 可 积 的 解 . 
这 里 cl =l, cs =+., 取 log( 一 天 ) = In K + xi (RIEN ln K 表示 正 
数 的 实 值 对 数 ), 因此 
+18, =— +i, а + iB, = 1—18, 
其 中 已 设 
B= ink | (1.25) 


因此 ， 它们 都 是 平常 端 ， 且 在 ho 类 中 ， А, =0, Az 一 一 1， 即 指标 = 1. 这 时 


易 见 
l 


z 
tan — — tan — 
a a 


— L — 
re = 8E cot t= de ($i) а, 
am = 4 tan 2 + tan — 


从 而 


_ 1 
X(z) = W(x) I 一 (tan = +tan—) "(ton = — tant 
a a a a 
这 里 已 设 Ушу, ИЯ, HE ХС) 已 任意 取 定 一 支 , 例如 


Ф 当然, 要 把 解 理 解 为 h ZPR, k 理解 为 hs 类 中 的 指标 . 
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lim tan — X (z) = 1. (1.27) 


ze Брат 
因此 ,由 于 要 求 OG coi) AR, 则 问题 的 一 般 解 为 


_ Хе gw t— 之 z 
D(z) Zari || XT(D cot z di + X(z)(Cotan= + O. ). (1. 28) 


特别 ,如 GC) =—1, ВК = 1, 则 由 (1.25), 8—0, 于 是 
1 
ifRCz) | 
其 中 VR(Cz) 已 取 定 这 样 的 一 支 : 当 z 由 上 半 平 面 趋 于 y。 上 的 点 时 , VRO W 

正 值 . 
这 时 一 般 解 为 


ХС) = 


‚ R(z) = tan? t tan? =, (1, 26)’ 
a a 


1 П t 之 Cotan = +G, 
Ple) = | g(t) /RG) cot — di 十 一 一 一 一 
pe a VR(z) 


(1. 27)’ 


1.2.3 间断 系数 情况 


$ Lo 如 1.1 节 ,而 CGOD ,gb 在 Lo 上 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 (包括 Lo 的 
端点 在 内 ) cl ,cz ，…,c。， 它们 称 为 节点 ,在 每 一 以 两 相 邻 间断 点 为 端点 的 “ 连 
续 弧 ”上 (连同 端点 在 内 ), J € H, НСО) 40. 

仍 与 通常 一 样 , 如 GCe; 十 0)/G(c) 一 0) 不 是 整数 , Же 为 平常 节点 ， 
记 作 clycz，…cni 如 它 是 整数 , ДК с, 为 特殊 节点 ， 记 作 Cmt осоо toco. 
要 求 问题 (1. 1) FEA h, = Ale ca oca) (q < m) 中 的 解 ， 即 在 cr, co c. 
附近 有 界 ， 而 在 其 余 节 点 附近 至 少 无 界 可 积 (在 特殊 端 附近 ， 必 几乎 有 界 ). 

类 似 地 定义 指标 : 从 某 一 端点 开始 , 沿 Lo 正 向 环行 , 在 第 一 “连续 弧 ” 上 
FER log GG) 的 一 支 ， 而 在 每 越过 一 间断 点 c В, Ж logGtc; 十 0) 的 一 支 如 
F: 设 

— 2. (Пов Gc; +0) — log Gc; 一 0)) = a; +, (1.29) 

如 ci 为 特殊 端 ， 则 使 a, = 0; 如 cj AEA. Чу<ан, ДИО < о < 1, 

mqm j> ай[, 则 使 一 1 过 aj < 0. 这 样 ， 直 到 出 发 的 端点 的 正 侧 为 止 我 
们 称 

k = 1 Пов Со], = Гав cO 1, (1.30) 
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(包括 各 间断 点 处 的 跳跃 ) 为 问题 (1. 1) 属于 类 h, 的 指标 ， 定 出 指标 后 ，1. 1 
节 中 的 一 切 讨论 , 甚至 所 有 公式 ， 均 可 在 这 里 适用 ,因而 不 再 重复 . 
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1.3.1 问题 的 提 法 


i L, З Ен — an phan B| ат Р ак (h=0,41,4+2,) 


Kan(a>0) ИЖЕ. TFAE(L,) 为 一 组 以 ax 为 周期 的 线段 , 其 并 为 整个 实 
НН. ië S* 分 别 为 上 半 平 面 和 下 半 平 面 . 
半 平 面 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 人 为: Ri S- 中 以 ar 为 周期 的 全 纯 
函数 М" (=) = и — іо, 满足 边 值 条 件 
: a(z)u-+- b(z2)u = Е(х), x€ Ly, k= 0,1,2,***, (1.31) 
RP alr), bl) 与 ECz) 为 以 ax 为 周期 的 已 知 函数 , # x HHL BE Holder # 
88, 亦 即 , 在 每 一 L 上 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ( 称 为 节点 ), 而 在 两 相 邻 间断 
点 之 间 的 闭 子 区 间 上 € H, Н а(х) 5 b) 没有 公共 零点 . 不 失 一 般 性 ， 


恒 可 设 所 有 这 些 函 数 在 > = F (及 其 合同 点 ) 处 连续 ， 而 
usu (х), v=v (=). 
在 实际 问题 中 , 对 We) EL, 上 诸 节 点 处 要 有 所 限制 .为 确定 起 见 ， 我 
们 将 在 最 “ 宽 ” 的 类 中 求解 ， 即 要 求 W(z) 在 所 有 节点 处 有 可 积 奇异 性 , НЕ 


z 二 一 coi 处 有 界 . 
41 F(x) = 0, ДКС. 31) 为 齐 次 的 , GM, 称 为 非 齐 次 的 .《1. 31) 的 一 


般 解 (如 果 有 的 话 ) 具 下 面 形式 : 
Wz) = Wo (z) + W, (z), (1. 32) 


其 中 W, Cz) 是 相应 齐 次 问题 的 一 般 解 ,Wi(z) 为 其 一 特 解 (此 特 解 在 节点 处 
即使 有 界 也 可 ). 


1.3.2 解法 的 梗概 
(1. 31) 可 改写 成 


Ф 有 些 作者 称 之 为 Hilbert 边 值 问题 . 
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Ве{(а(х) +iblr))W (х)} = F(x), “<€ Lo (1.33) 
《由 周期 性 , 对 x € L k =+ l, 425, DA), 或 即 
(а(х) +ib(z))W (2) + (a(x) — ib(z)) W (z) = 2F(a), 
. z € Lo. (1. 33)’ 
在 S+ 中 定义 一 周期 函数 
Wiz) =W@), +Е 5+. (1.34) 
易 证 Woz) 在 S+ 内 全 纯 且 有 边 值 
Я + (=) = W (xz), “€ L. 
然后 我 们 定义 一 周期 分 片 全 纯 函 数 
мы z € 5+, 
О(2) = 
Wz), <€ 857, 
EV z 轴 为 跳跃 曲线 . 今后 对 任何 函数 f(z) (Imz Z 0), Е ХР f(z) = 
ГС). 易于 验证 


(1.35) 


Wz) = ACZ), Imz 40, (1. 36) 
从 而 
RED =A), rE Lo. 
这 样 ，(1. 33)“ 可 改写 为 


_ а(х) + ib(x) 2F (xr) 
а(х) — ibCx) а(х) —ib(x)’ 


这 是 一 正则 型 的 周期 Riemann 边 值 问 题 ( 因 为 а(х) + ib(z) Z 0 -F L Е). 

如 前 ,我 们 可 定义 平常 节点 和 特殊 节点 , E h 类 中 的 指标 和 解 ， 现在 ， 
问题 已 转化 为 (1. 37) 在 ho 类 中 求解 . 因为 要 求 W( 一 oi) = Q( 一 coi) BRA 

(+ соі) = AC oi), (1. 38) 

所 以 ПС оо) 也 必须 有 界 . 

BÆ, ERC. 36) 满足 时 ，(1. 37) 的 一 个 解 也 是 (1. 33) 的 一 个 解 
《在 同一 类 中 )， 并 且 后 者 的 解 由 2-(z) 给 出 , 亦 即 当 zE STH Nz). 这 
ВЕ, 问题 (1. 31) 等 价 于 问题 (1. 37) 并 补充 要 求 条 件 (1. 36) 以 及 QC+ coi) 有 
界 ， 因 而 可 按 前 段 中 所 示 的 方法 求解 . 

关于 本 问题 的 详细 论述 ,可 参看 路 见 可 [6]. 


Nt) = 0 CG) + r€ L. (1.37) 


1.3.3 一 个 重要 特殊 情况 


我 们 要 给 出 一 个 特殊 但 很 重要 情况 的 解 , 它 在 实用 中 常会 出 现 , 在 本 书 
后 面 也 会 遇见 . 


14 平面 弹性 周期 问题 概论 


设 为 = [—1,1], 0 < 1< F, M n= Jo 一 为 . 用 > 和 7 分别 记 与 yo 和 


合同 (mod ак) 的 所 有 线段 的 集合 . 这 里 考虑 的 特殊 情况 为 
. ay + 10, ‚› TEY, 
a(x) + 16(х) -| ; (1.39) 
аз +16, x Є У, 
其 中 а; sb; 为 实 常 数 ， H. a; + ib; = 0 G = 1,2), a, + ib; = a, + iby. 
定义 单 值 实 函 数 wo(z) (— x < а(х) < т); 


а(х) bl) 


cosw(r) = ， ест) = ——— =, (1.40) 
Valz)? + b(z)° Va(x)° + b(x)? 
并 写 : 当 zE7Y 时 w(z) = o 4x € У olr) =w, ЕЕ oo, H 
alz) +1002) _ эко А 
а(х) фе À у C*) 
令 
T(z) = =l. (бер + ix) cot Ë dt 
2ami 
= =], ( wo) + ) cot =, Imz £ 0. (1.41) 
a 
T(z) = Г(=), (1.42) 
且 由 推广 的 Plemelj 公式 ， 
THC) — r (a) = 2iw(x) 十 ix (х WEEK), 
于 是 
el 2 Ziwz) _ а(х) + (а) 
TO =— e =— (C) CO: (1.43) 
我 们 可 以 简化 T(z) 为 有 限 形式 ,注意 
-LÈ oot +1, z€ St. (1.44) 
anil L, a 


此 可 由 StR STH | Rez | 一 也 的 无 限 半 子 带 形 域 上 的 留 数 定理 (或 Cauchy 


一 < +: KIER. 于 是 ，(1. 41) 实际 上 是 


定理 ) 以 及 当 = — + coi 时 cot! 


SF det el cot Š — а), 


2? 
z € 8+. (1. 41)’ 


为 了 求 出 (1. 41)" 中 出 现 的 沿 y, 的 积分 , 将 < 平面 沿 7 НЕ. 因此 ， 


M2) = + (of cot š 
an % 
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. l—z 
1 t— 2 t— 之 а 
al cot dt = | log sin ] = < log 
aly a a А . —l—2z 
sin 
a 1 
tan = — tan + 
= < log а Г 
tan Z + tan — 
a a )1 
tan + — tan Ž 
= ln 7 “|+. (z), (1. 45) 
tan — + tan 之 
a a 


其 中 所 含 的 下 标 为 1 的 对 数 分 支 已 取 定 使 


z l 
tan — — tan 一 
a 


a (00, z€ 5+, 
arg | —— Є 


7 (1.46) 
tan Z + tan — C—x,0), Е S, 

a a 

因而 0 (=) =— 0 (=), 


0, (=) = 


+n, у, 
ba) =] T те (1. 47) 
0, “€Y. 


如 果 我 们 令 £ = ап, TO, (z) 为 图 1.6 中 


所 示 的 角 , 其 中 工 = tan +, 0 


同样 ,把 > 平面 用 > A. A 


1 t— z 1[#@# 1-2 
, cot — dt = — cot 
a JY, a ај а 


L a 


dt = [log i ey" 


2 


tan + tan = 


а |+ i0,(z), 
2 


тап — — tan 一 
a 


(1.48) 


Ф % 1-5 时 , 有 上 一 十 co, 又 对 zE SESIA 0, (2) —+ п; 所 以 可 得 (1.44) 的 
另 一 证 明 ， 
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其 中 
l z 
tan т + tan — (0,п), >zES+， 
9, (=) = <4 arg а I (1.49) 
° tan — tan = (— 7,0), z€ 57, 
a a 2 
所 以 0, (=) 一 一 0 (=), 
0, у, 
во =| TET (1.50) 
+n, хє У. 
立即 可 以 验证 
| п — 9, (>), z€ St, 
0, (=) = (1.51) 
—п— 0,(2), z€ 87, 
于 是 ， 
z l l z 
tan 一 一 tan 一 tan 一 十 tan 一 
log —— =+ лі — log ——7———— ‚ z€ St, 
tan Z + tan 于 tan — — tan = 
a а ji a a j2 
将 (1. 44) 与 (1.47) RAC. 4D, 应 用 上 面 的 等 式 , 便 得 
zi ww tan 2 + tan Z 
PG) =+ 7 oit HH р, 
к z 
tan — — tan 一 
a а je 
因而 
tan — + tan 之 | 
MM 一 十 ietoil 一 2 @|, ze st, (1. 52) 
tan — — tan Č 
这 里 已 令 
y= 2—71, 0 <| v |< 2, (1.53) 
以 及 
tan Č + tan = | tan © + tan = 
一 和 一 一 = exps v< log —4+—__4 $$, (1.54) 
tan — — tan Z tan — — tan — 
a a a а je 


它 在 用 У МУН = 平面 中 全 纯 且 以 ar 为 周期 . 
ЮН ео 的 这 一 表达 式 易于 直接 验证 : (1.42) 与 (1.43) 确实 满足 ,但 它 
不 能 作为 (1. 37) 的 典 则 函数 ， 因 为 它 有 一 因子 在 7 的 诸 端 点 处 有 零点 或 “ 极 
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点 ” 为 要 建立 典 则 函数 X), 可 以 如 下 对 ео 乘 上 一 因子 以 消除 它们 . 
在 0<v< 1 的 情况 ,我 们 令 


T(z) +9 і 
е ier”! 
X(z2) = —— n = — 


ГА z 
tan — + tan 一 (tan + — tan =) (tan = + tan =) 
a a a a a 


z€ 5+, (1.55) 
其 中 右 端 分 母 中 的 函数 在 以 Y НУ с 平面 中 全 纯 , НМ: = z € 7Y 时 其 两 


因子 均 取 正 值 . 这 时 X(z) E z =+ AF 处 有 1 阶 零 点 . 所 以 , 相应 于 (1. 37) 的 


齐 次 问题 的 一 般 解 为 
Q(z) 一 X(z)(Citan=+C;), (1.56) 


其 中 O, ‚С, 必须 取 为 实数 . 
1 << 2 的 情况 ,我 们 令 
tan — — tan Z 
X(z) = el a a 
( l z\? 
tan — + tan = ) 
a a 
+ tei 
tie (1.57) 


2— i" 
(tan + tan Z) (tan 4 —tan =) 
a a a a 


依 此 同样 推理 , 4948 FE UK Bl ARE 55), C, 和 Cz 仍 为 实数 ,但 
ХС) 要 用 (1. 37) 给 出 . 


对 于 v= 1 的 情况 ， 显然 一 人 tka 实际 上 在 整个 z 轴 上 为 一 常数 ， 


而 相应 的 问题 (1. 37) 具有 常数 系数 . 这 是 一 个 简单 情况 . 
当 一 2 < v < Om, 可 作 类 似 的 讨论 . 
众所周知 ，(1. 37) 的 一 个 特 解 是 


Хх FPO) EE q, 
ani JLo Xt (alt) — ib(t)) 


Imz = 0. (1.58) 


0} (=) = 


我 们 将 证 明 0, (2) 满足 (1. 36). 实际 上 , 我 们 有 


X(z) — FO __ cot paz 
ami JL, X*(t) (alt) +id(2)) 


已 经 知道 X(z) = XX) 以 及 


Imz = 0. 


Q(z) 一 一 
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XtQ@) — ezio(o —_ a(t) + ib(t) 


X (D ~ at) iba)’ 
故 
yay ай) — G) уу ай) — ib) =+ 
К = Tayi) X O = (D pay X (O, 
或 即 


ХТ (0) (a(t) +6) =— Xt (t) (alt) —ib(0). 
将 它 代 人 上 一 等 式 , 立 得 Qi (2) = A (z). 
这 样 , 问题 (1. 31) 的 解 W(z) = и — iu ® 
Я (=) = OD) = 01 (>) + (Q (2), z€ S , 
其 中 Q1Cz) 与 Q Cz) 分 别 由 (1. 58) 与 (1. 56) 给 出 . 


1.4 关于 半 平 面 的 Hilbert 核 积 分 公式 


由 于 以 后 的 需要 , 我 们 建立 下 一 定理 . 


(1.59) 


EE Ago 在 下 半 平 面 S PAR, Yar 为 周期 能 连续 延 拓 到 Lo: 
-F 7) (及 其 周期 合同 线段 ) E, H g(— oi) 有 界 , 则 有 下 列 公式 


2° 2 


sal, gC) со de =~ gl) + fe i), = € 8-; 


a 


L z cot а = + 8-55, z€ S. 


2aT1J L, a 


a 


(1.60) 


(1. 61) 


证 g(t) cot ИНН Г. 


ABCD (ЖЕУ а) 积分 ， 其 中 
A,B,C,D 分 别 为 (一 他 ,0)， (0), 


2 
充分 大 使 z MFR ARB CE 1.7). 
根据 假设 ,由 留 数 定理 ， 有 


t— 2 
a 


(Zh), (— 9, —һ), нажА>о 


dt =— g(z), (1.62) 


1 f g(t) cot 
r 


2am1 
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而 (1. 62) 式 左 边 的 积分 可 分 为 4 个 积分 : 
1 ИЕ t—z 
0], ++ z" jg G) cot a di, 
注意 到 g(r) cot 一 上 的 周期 性 ， 因而 , 它 在 BC 上 与 AD 上 的 值 是 相同 的 , 这 
Ж, A 


Metha О cot 2 dt = 0. 


УЧ h — co F, Ш CD WRF arig- oi), Ait, 证 得 (1. 60) R. 
类 似 地 ,可 证 (1. 61) 式 . 


第 二 章 


各 向 同性 平面 弹性 理论 的 周期 间 题 


关于 各 向 同性 平面 弹性 理论 的 周期 问题 ， 曾 有 过 不 少 工作 ， 如 R. C.J. 
Howland, Г. H. Савин, 87 Б, М. Isida 等 对 周期 孔 附 近 应 力 分 析 的 研究 ， 
С. М. L. Gladwell 对 周期 接触 问题 的 研究 ， 森 口 繁 一 对 当 应 力 按 周 期 变化 时 
应 力 函 数 表达 式 的 探讨 等 , 所 有 这 些 工 作 都 有 一 定 的 局 限 性 ， 或 者 孔 形 比较 
特殊 ， 或 者 边 值 条 件 比 较 特 殊 ， 而 且 讨论 不 够 完善 . 特别 地 都 对 位 移 的 可 能 
情况 很 少 讨论 . 

“本章 首先 对 带 有 按 周期 分 布 且 任意 形状 的 孔 的 无 限 各 向 同性 弹性 平面 的 
应 力 函 数 一 般 表达 式 进 行 讨论 ， 从 而 推出 : 若 应力 是 周期 且 有 界 的 ,， 则 位 移 
是 准 周期 的 ， 即 每 经 过 一 周期 ， 位 移 要 增加 一 常数 ， 这样 可 以 得 到 第 一 基本 
问题 的 一 般 提 法 ; 同时 , 还 证 明 其 道 也 成 立 ， 又 可 以 得 到 第 二 基本 问题 的 一 
般 提 法 , 这 是 2. 1 节 的 内 容 . 但 是 , 为 了 讨论 的 方便 , 本章 从 2. 2 节 开 始 ， 除 
了 假定 应 力 是 周期 与 有 界 的 外 , 总 是 假定 位 移 也 是 周期 的 . 这 种 讨论 往往 是 
能 满足 实际 工程 要 求 的 ; 而 对 准 周期 位 移 情况 ， 讨 论 不 会 出 现 困难 . 此 外 ， 
还 讨论 了 各 向 同性 平面 弹性 的 周期 焊接 问题 . 2. 3 节 讨 论 各 向 同性 平面 弹性 
的 周期 基本 问题 . 2. 4 节 讨 论 各 向 同性 平面 弹性 理论 的 周期 接触 问题 . 


2.1 各 向 同性 平面 弹性 理论 周期 问题 中 的 
BLT) Ж 
2.1.1 应 力 函 数 的 一 般 表 达 式 
这 里 , 对 带 有 按 周期 分 布 且 任 意 形状 的 孔 的 无 限 各 向 同性 弹性 平面 的 应 
力 函 数 一 般 表达 式 进 行 讨论 . 
设 弹 性 平面 中 有 一 列 以 ox 为 局 期 的 孔 , 其 边界 为 L), j = 0, + 1, 
土 2,…, 并 且 ，, #— 1, 中 含有 ?条 逐 段 光滑 封闭 曲线 /入 k = 1,2,…,n (图 


第 二 章 各 向 同性 平面 弹性 理论 的 周期 问题 21 


2.1); 而 对 同一 上 A，/ 包 0 = 0, 士 1, 士 2,…) 周期 地 排列 着 . LO чаи, 
取 所 有 曲线 的 反 时 针 向 为 正 向 ， 把 弹性 体 所 占 区 域 记 作 S ,把 К 所 围 区 域 


记 作 SPH. SP+ 则 简 记 为 St， 并 记 st = Ў). РКМ | х |< an iE 


Я So» 并 记 55 = So — Sf. 


记 S 中 任何 点 z= 二 x 十 iy 处 的 应 力 状态 为 6 (х) ,0,(z) т, (2), 复位 移 
为 D(z) =u + iu. KRW, CNT MAB ole) oe) 或 它们 的 导数 
ФС) = g (2), Wz) = 8 (2) 表示 为 上 


s, в, = 2(Ф(2) +ФС2)), (2.1) 
оу — 0, + 2it,, = 2(2@'(z) 十 更 (z))， (2, 2) 
2D = 2u(u + iv) = кф(=) — z Фф (=) — plz), (2.3) 


其 中 /为 弹性 体 的 剪 切 弹性 模 数 ，* 为 与 泊 松 比 有 关 的 一 个 常数 (1 < < < 
3); MPA AS 中 (一 般 是 多 值 的 ) АТ А, ЕН ФС), PO ES 
中 全 纯 ， 
这 里 假定 ; 应 力 是 以 ar 为 周期 的 , HE = =+ coi 处 保持 有 界 . 
根据 这 个 假定 ， 只 需 指 出 Lo 上 的 外 应 力 就 足以 说 明 所 有 和 孔 边 上 的 应 力 . 
把 4 上 的 外 应 力主 矢量 记 作 X, + iY, , 这 时 Lo 上 的 外 应 力主 矢量 就 是 


X+iY = $, (X, +iY}). (2.4) 
k=1 
把 = =+ coi 处 的 应 力 记 为 
o= 0, (+ соі), 三 一 To 人 士 cei)， ji 一 ax( 士 ceoi). (2.5) 
由 应 力 周期 性 条 件 ,考虑 周期 带 S。 上 的 平衡 , 立刻 可 知 
0 (2.6) 


D EPH pC(z) ,Vz) ,或 Ф(х) Vz) 都 称 为 应 力 函 数 ， 
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itih, MESA: 因为 应 力 在 z =+ coi 处 有 界 ， 由 式 (2.1) 可 知 ， 
ReG(z) 在 z =+ coi MAR. WOH tan = AY, D(z) ЖЖ Ф, ©, FE 


Кеф, (9 在 5= 土 1 处 有 界 ， 由 此 可 见 5= 土 是, (© HIER A. Mill ФС) 
ДЕ z =+ coi НЯ, B] ФСЕ coi) 有限. 

XA 
Ф, (D 


9 
2 之 
a 


Pz) = Ф. (D a = 
РА 


а cos 


所 以 | 
lim zx® (2) = 0. (2.7) 
由 式 (2. 2) A, Wt coi) 也 是 有 界 的 . 
ЖЖ $(=) ,Kz) 的 一 般 表达 式 , 使 它们 的 多 值 部 分 和 非 周期 部 分 都 分 离 
出 来 . 
在 每 一 SPU < п) 内 任 取 一 点 a KRAE, X e 反 时 针 向 绕 过 洞 
SPT 一 周 时 p(x) 的 多 值 性 部 分 改变 量 为 


1 . | 
— ке в Хь t Yo 1080 — z, — jan). 


为 了 分 离 出 pCz) 的 整个 多 值 部 分 , 这 里 不 能 直接 把 上 式 对 &,7 RA, 因为 这 
样 会 得 到 发 散 级 数 . 由 于 把 上 式 中 的 对 数 因子 改 为 


一 24 


log(1— s ) G #0) 


时 并 不 改变 多 值 特征 , FE, 利用 sin! 的 无 穷 乘积 表示 式 ,， 立 刻 知道 ， 


a 


1 z . 之 一 区 + 
olz) =- Fae FD 2404 + iY,) log sin z Ё Бф" (2), (2.8) 
其 中 оф (z) 已 是 $ 内 的 全 纯 函 数 . 
同 理 可 得 


< — Z 


к z : : * 
plz) = Tate T D Ne 一 iY,) log sin a + ó (=), (2. 9) 


其 中 y* (=) HES 内 全 纯 . 从 而 
51 OX, + iY,) cot 
k=1 


之 一 Zk 


1 * 
Cz) = Sante D z + Ф* (=), (2.10) 


РА 


— к s 5 — #6 * 
VO) = sa E D 23 X, ГУ) cot Ч" (а), (2.11 
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这 里 已 令 Ф* (z) = o” lz), W" (z) = ф* (z). 
应 用 Михлин ([1], $55) 的 结果 ,由 应 力 的 周期 性 , 可 以 推出 下 列 关系 : 
@(z+ ax) = lz) + ia, 
更 (z 十 ar) = W(z) — anp (z), 
其 中 a 为 某 实 常数 , 但 由 于 @( 士 cci) AR, 可 知 a = 0. 因此 相应 地 便 有 
Ф" (z+an) = Ф" (z), 
у” (z Бап) = W* (z) — arp (z) 
1 A X, +Y, 
2а(к+ 1) 1 sin? z— 
a 


=" (z) 


акФ*’ (z). 


把 上 两 式 积分 , 并 注意 到 pg" 2" 都 是 单 值 的 ,因而 可 以 得 到 
Ф* (z+an) = @* (z) + anf, 
ф* (z+ ат) = #* (z) — атф (х) + Y 
— ut 1 < . z—z,7 (2.12) 
= ф* (=) + оту 2: 0 + iY,) cot 一 一 一 


a 


—акф* (z) + Y, 
其 中 8,y 为 某 二 复 常数 . 
把 式 (2. 3) 中 的 z 改 为 z 十 ax, 再 与 式 (2. 3) 相 减 ， 以 式 (2.9) (2. 10) К 
А, 并 利用 式 (2. 12), 可 得 
2a(D(z + ат) — D(z)) = ankh — Y. 
如 果 不 计 及 弹性 体 的 刚性 旋转 ， 则 还 可 认为 上 式 右边 为 一 实数 . 这样, 我们 
得 到 下 列 定理 : 


定理 2.1 在 带 有 按 周 期 ar (a > 0) 分 布 且 任 意 形状 的 孔 的 无 限 各 向 同性 弹 
性 平面 中 ， 如 果 应 力 已 知 是 周期 的 ， 并 且 设 其 在 无 穷 远 处 有 界 ， 则 其 相 
应 位 移 必 定 是 准 周期 的 ， 即 
2 一 一 » 
HACU(z + ax) — u(z)) = ang | (2. 13) 
u(z+ ат) — ulz) = 0, 


KP q 2 3 38 3. 


5 称 为 准 周 期 函数 uw(z) 的 加 数 . 


由 前 式 可 知 
У = ат(к8 — q). (2.14) 
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RÆ, 2602.12) 成 为 
2”(z 十 ar) = ф* (=) + anh, 
ф* (х Бат) = ф* (=) —ang’(z) 4-ат(кВ — q). 
Фо (=) = @* (=) — Bz, | 
_ (2.15) 
Ф (z) = ф* (z) + zp (х) — (e B — д), 
易 见 它们 已 是 以 ar 为 周期 的 在 $ 中 全 纯 的 函数 . 下 面 将 看 到 ,8 5 q 可 由 
z = + ooi 处 的 应 力 确 定 ， 
由 式 (2. 10),(2.11)， 


n 


Gz) =- агуу (Xa +i¥,) cot рро Со) +В, (2.16) 
k=1 
_ K а _ Z— ke, y 
Pz) = zar py i Ур cot ——* + Yo (2) 
1 ñ z“ _ 之 
+ Same Xt + iY,) | cot —— Ща 
asin — 
— $ (=) — хф (=) — (8—к8 + Q. (2.17) 


hH Fooi, Po ARB, МЫ Фо (z) = Ф, (2), 0, (z) = (ЖИ, 
再 由 式 (2. 8), 便 知道 
lim zxGo(z) = 0. (2. 18) 


=—= оо 


此 外 ,注意 到 or (z) 为 周期 函数 ,因此 ， 
0 = абаат) 00) = Af oy Corde = Ф С оор 
= in A a @ z; = n), о^2262 = Фо 591, 


其 中 最 后 的 等 式 是 这 样 得 到 的 : 把 积分 路 径 取 成 从 = 到 z 十 ar 的 直线 段 ( 当 
| = | 充分 大 时 它 全 在 S A), 0 Ф, (х) 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 分 别 应 用 积分 中 
值 定理 , 然后 , 令 z 一 土 coi 即 得 . ШЗ, 0, CE coi) =0. НЯ Я Ф (оой), 
Po (+ œi) AR. 

ERC. 1), (2.2) 中 消去 ou， HO z —+ oi, 由 以 上 说 明 以 及 式 (2. 16)， 
(2. 17)， 便 得 
У Ge+1) В-д. 
把 这 两 式 相 减 , 便 再 次 得 到 平衡 条 件 (2. 6); XARA, RH. 得 
= = r+ m 


о. ity =F 


(z+ 1)8—q = (2.19) 
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另 一 方面 ,由 式 (2. 16) 与 (2.17), 有 
和 一 这 


ФСЕ oi) =+ 2ап(к- 1) 


于 是 , 由 式 (2. 1) 立刻 得 到 


= 


+ ё. 


т +208+ 8). 
由 此 式 可 以 看 出 , Ay 不 是 任意 的 ,必须 满足 条 件 


hat ont 2Y 


= hto 


再 由 式 (2.6) 可 以 看 出 , 也 就 是 必须 满足 条 件 


3-кУ 
K+ 1 am 


最 后 ,由 式 (2. 19) 5 (2.20) 便 容 易 算 出 


q= Hew ПВ. (3— ко, ] 


h— h,= 


= Het 1) A_— (3 — <)o_ |. 
再 把 它 代 回 式 (2.19)， К 


_ 1 _Y—iX _ inyo 
B= T hata) + x(e+ 1) KFI 
_ 1 _ Y—iX _ it 
= F-to- ea FT 


a? _ 22Ү _ 
an(« + 1) ~ ак(к- 1)’ 


(2. 20) 


(2.21) 


(2, 22) 


(2.23) 


RH, ВЫ Ч 都 由 z =+ cei 处 的 应 力 状况 和 一 个 周期 带 内 各 孔 边 外 应 力 


合 主 矢 量 决定 , 而 与 孔 边 处 应 力 分 布 状况 无 关 . 


把 以 上 结果 代 回 式 (2. 8) 与 (2.9), 最 后 便 可 得 到 如 下 定理 : 


€H2.2 设 无 限 各 向 同性 弹性 平面 中 有 一 列 以 ar JAMAL, RARA 
L;, j 一 0， 士 1, 士 2，…， 并 且 每 一 L; Pe An 条 逐 段 光滑 封闭 曲线 


I). k =1,2, п, жр А, IM, j =0,+1, +2, 


周期 地 排列 


的 外 应 力主 矢量 为 X, + iY,. M| J BK ф(х) 5 Wz) 分 别 有 下 列表 达 


式 : 


plz) = y; > (X, + iY,) log sin = 


а 
+ Bz + Фо Cz) 9 


(2. 24) 
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之 一 < 


K - ñ . 
(=) 一 Pate Da 一 iY,) log sin 


之 一 Zk 


+ 


z z А 
пае Py 220) cot 


+ (кй – В+ д) х – хф, (х) + ф(х), (2. 25) 
其 中 gd 与 分别 由 式 (2.22) 5 (2.23) 给 出 ,而 go(z) 5 pyl) 是 两 个 以 
an 为 周期 的 在 弹性 体 所 占 区 域 S 中 全 纯 的 函数 ， 


a 


这 样 ， 我 们 便 分 离 出 了 o 与 少 的 多 值 部 分 与 非 周期 部 分 . ROBO) 6 
给 出 了 周期 应 力 条 件 下 9 与 少 的 一 般 表 达 式 ， 但 没有 分 离 出 多 值 部 分 ， 又 由 
于 没有 假定 应 力 有 界 ， 表 达 式 中 一 些 常数 间 的 联系 也 就 没有 了 . 


推论 2.1 设 各 向 同性 无 限 弹性 平面 中 有 一 列 以 ar 为 周期 的 孔 如 前 ., 如 果 在 
一 周期 带 内 各 孔 边 界 上 周期 外 应 力 的 合 主 秋 量 为 零 ， 而 在 zx 一 士 coi 处 的 
IEAA o=o, (oi), T= т, (оо) ©, W| p BK ф(х), (2) HH 
值 ， 且 


gz) = P Cz) + Bz， (2. 26) 
Pz) = fy (=) — zp (=) + xB z 
= (KB—B)z— zpo (z) + ф(х), (2.27) 
其 中 
”一 5 十 ir 
B= rx (2.28) 


而 Py (z) , (z) 均 以 ar 为 周期 . 
2.1.2 定理 2.1 的 道 定理 


定理 2.3 设 各 向 同性 平面 弹性 体 的 位 移 已 知 是 准 周期 的 ， 则 应 力 必定 是 周 
期 的 ， 


Ш ” 现 设 横向 位 移 是 准 周 期 的 ， 而 纵向 位 移 是 周期 的 ， 
Z2u(u(z-- ax) — u(z)) = a 
ulz + am) = vlz). 


(2.29) 


由 于 


Ф 这 时 , z = 土 coi 处 的 外 应 力 必 相 等 ， 以 保证 平衡 ， 
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zulu +iv) = кф(=) — zg (=) — Mz), (2.30) 
因而 


к(Ф(= + ат) — Ф(=)) — = Ср (z + am) — Ф (z)) 
一 ar Ф (= ax) — (blz + ax) — Wz)) = ang, 
两 端 取 微 分 ,得 
[x(@(z 十 ar) — @(z)) — (Ple + az) — @(z)) Jdz 
— [=(Ф’ Нап) — Bz) + an Ple + an) 
+ (УС + am) — W(z)) ]d z = 0. 
由 于 dz 可 以 任意 , 因而 dz = edz 中 的 9 也 可 任意 ,所 以 


к(Ф(х + an) — @(z2)) = Ф(= + ax) — Gz), (2.31) 
z(@'(z-F am) — @'(z)) + ax@ (z + am) + W(z + ax) — Wz) = 0. 
(2. 32) 
在 (2. 31) RER tia В, BREE, HER «> 1, 因此 
Ф(= ur) = Plz). (2, 33) 
将 (2. 33) RRAC. 32) 式 ， 便 得 
Plz + an) — (z) =— атф (z). (2, 34) 


(2.33) 式 与 (2, 34) 式 合 在 一 起 ， 就 立刻 推出 应 力 的 周期 性 ， 
这 个 定理 在 位 移 为 准 周期 的 假定 下 , 给 求解 第 二 基本 问题 提供 了 可 靠 的 


依据 . 
Е 由 广义 虎 克 定律 ; 


о, = (А4 2р) 24 44 2%, 
ox ду 


даи av 
оу ASE + +20) 57, 


其 中 ,为 弹性 介质 的 Lame 常数 , 立刻 可 知 : 当 位 移 为 准 周期 的 时 ,这 些 应 
力 应 为 周期 的 ,但 这 里 我 们 更 多 地 得 到 (2. 33) 与 (2. 34). 


2.1.3 基本 问题 的 提 法 


第 一 基本 问题 . 已 知 孔 边 L ЕЯ М XO +1Y,0 以 及 在 z = 
一 coi (或 = 一 十 cci) 处 的 应 力 状 态 , 求 弹性 平衡 ( 即 求 弹性 体内 的 应 力 分 布 ). 
这 是 在 应 力 为 周期 并 且 在 无 穷 远 处 有 界 的 条 件 下 问题 的 最 一 般 的 提 法 ， 这 


28 平面 弹性 周期 问题 概论 


时 ， 由 式 (2.6),(2.21) 知 , 在 z 一 十 ceoi (Е = =— coi) 处 的 应 力也 是 已 知 的 ， 
从 而 由 式 (2.22),(2.23)，p8 与 dg 也 是 已 知 的 . 
这 问题 可 化 为 下 列 边 值 问题 : 
pP +t (O + 90) = Ра) БСО), tEL, (2.35) 
其 中 C(z) 在 各 孔 边 上 为 待定 常数 ， 而 


РО =—i (x, +iY,yas@, :EL 
0 


(s 为 每 一 个 孔 边 上 的 弧 长 参数 )， 把 式 (2. 24) 与 (2.25) 代入 式 (2.35), 可 以 
得 到 

PHE % GQ) + 6 00) = f, G) + Са), (2.36) 
其 中 已 令 


t — z, 


a 


_ 1 < . . 
fo) = Inte 1) po ži +iY,) log sin 


t — 2, 


a 


K z . - 
— Fate ту 22 Xe + iY) log sin 


+ Sante py 2 A —iY,) cot 
— (B+ B)t— (В В+ 4) + fe). (2.37) 
这 里 f, G) 显然 已 是 L 上 的 单 值 函 数 , = Са), 4tESTLY EM, HR 
常数 不 都 是 独立 的 , 它们 间 的 关系 如 何 要 看 式 (2. 37) 中 各 对 数 所 取 的 分 支 间 


= 的 一 确定 分 支 , 然后 认为 , 当 


a 


t— 
a 


的 关系 而 定 . 例如 , RE L EA log sin 


¿+ jax € H? 时 ， 


. t+ jamK— z . tez . 
log sin PRIOR Ze _ log sin £ ini, 
a 


则 由 式 (2. 37) BH 
fo G+ am) — fo (t) — C+ 128+ qjar, 
于 是 
Catan) — CD = 工 二 这 十 [Ce 十 DB 十 gar = ar(o—ir +29). 
总 之 , 式 (2. 35) 中 待定 常数 实际 上 只 有 n 个: 相应 于 每 一 hlk = 1,2,050) 


Ф RERI] 此 等 式 右 边 多 了 一 个 负 号 , 这 是 因为 弹性 体 在 工 正 向 右 侧 的 缘故 ， 
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上 有 一 个 . 此 外， 还 要 注意 ， 在 求解 (2. 36) BF, УЖЕ ФС coi) 与 
Ф СЬ соі) A BR. 

上 述 边 值 问题 可 化 为 Fredholm 积分 方程 来 求解 . 对 于 一 个 周期 带 中 只 
有 一 孔 的 情况 Михлин [1] 已 经 作 过 讨论 ; 而 对 于 一 个 周期 带 中 有 多 个 孔 
的 情况 , 可 类 似 Мусхелишвили [1] 处 理 非 周期 情况 的 方法 进行 讨论 . 

第 一 基本 问题 还 有 另 一 种 提 法 ， 即 除 已 知 X, 十 iy, Sh, 还 已 知 o_ ,rt_ (或 
сц) 以 及 g， 求 弹性 平衡 . 因为 由 式 (2. 22)， 立 刻 可 算出 AL, FURR 
是 一 样 . 例如 ， 如 果 要 求 位 移 也 是 周期 的 ， 即 g = 0, 则 用 不 着 解 边 值 问题 ， 
便 可 确定 hy. 

第 二 基本 问题 . 已 知 各 周期 孔 边 的 相对 位 移 以 及 一 个 周期 带 内 各 孔 边 的 
外 应 力 合 主 矢量 X + iY, HABE = =— cei (或 z =+ coi) 处 的 应 力 , 求 
弹性 平衡 . 

RA, 已 知 各 周期 筷 边 的 相对 位 移 及 常数 gq, AR XHY, о, r (或 of， 
5 ), 求 弹性 平衡 . 

RE, 相对 位 移 是 指 它们 为 准 周期 的 , 但 (2. 13) 中 的 g 并 没有 给 出 . 如 
第 一 基本 问题 一 样 ， 是 在 位 移 为 准 周期 的 条 件 下 问题 的 最 一 般 提 法 . 同时 ， 
这 种 问题 也 可 如 上 面 所 述 同样 化 为 积分 方程 求解 ， 

为 了 讨论 的 方便 , 此 后 ,除了 假定 应 力 是 周期 与 有 界 的 外 ,总 是 假定 位 
移 也 是 周期 的 . 


2.1.4 ”各 向 同性 弹性 半 平 面 的 应 力 函 数 
设 各 向 同性 弹性 体 占有 下 半 平 面 S-， 这 时 可 以 只 用 一 个 应 力 函 数 来 表 


达 应 力 和 位 移 分 布 . 
当 z 在 上 半 平 面 S+ BF, S 
G(z) = DP), V(r) = VR), z€ 5+, (2. 38) 


其 中 De) = ф' (2), Ved = 0 (2), x Є S ,为 以 前 定义 的 应 力 函 数 ; 然后 
再 令 


Plz) =— Ple) — =Ф’(=) — (z), z€ St, (2.39) 

于 是 ，(2. 1) — (2.3) 便 可 改写 为 
oz 十 cy = 2(@(z) + Ple), (2. 40) 
o, — 0, + 2it,, = 2[(Z— х)Ф' (z) — O(z) — G(z)], (2. 41) 


су — it, = D(z) — Bz) + (z — z) Ф (=), (2.42) 
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2и(и’ + iv’) = ele) + ФСЕ) — (z — Z) PC). (2. 43) 
这 里 
и’ = 24, у 87, 
ax дх 
因而 


2м(и + iu) = кф(=) + ФСЕ) — (z — z) @ (z) + const. (2.44) 
请 注意 , 不 论 z 在 S 或 St 中 , WE ф(х) = Oz). 此 外 还 要 注意 , Hoth 
上 无 载荷 的 部 分 , ФО) 在 S- 和 St 中 互 为 解析 延 拓 ， 
此 时 ,应力 函数 ФС) 有 如 下 性 质 . 


定理 2.4 。 在 各 向 同性 弹性 半 平 面 的 周期 间 题 中 ，(2. 40) — (2,43) 式 中 的 
Ф( =) (HMA) 必 在 St 与 S Фиат AAR, НЕО ЖЖ 
ROD 


证 先 设 xzES #00. 40) E UE 
O'(z+an)=@'(z), zES. 
AAS 是 单 连通 的 , 因而， 立即 可 得 
G(z 十 ar) = @(z2) +C, <€ З, (*) 
其 中 C 为 常数 . H (2.42) R, 因 其 左边 以 ат 为 周期 ， 所 以 
ФСЕ + ап) = PZ) +C, «Е $, 
亦 即 (* ) RX z E St 也 成 立 . 再 由 (2.43) 左边 的 周期 性 , 立即 可 知 C = 0. 
因而 O(c) 在 全 平面 中 包括 Bta) Amt = 0) 以 ar 为 周期 . 
Oz) E z == 一 coi 附近 有 界 已 经 知道 , ВЕ = =+ со: ИНН REME 
从 (2.43) 立即 可 得 ,定理 证 毕 ， 


2.2 各 向 同性 弹性 平面 中 的 周期 焊接 问题 
在 本 节 中 , 应 用 周期 Riemann 边 值 问题 的 结果 ， 求解 周期 焊接 问题 . 
2.2.1 弹性 平面 和 焊接 物 材料 一 致 的 情况 
设 各 向 同性 弹性 平面 中 有 一 列 周 期 孔 ， 其 边界 为 Lo ,Li ,…， 以 反 时 针 


Ф 在 z 轴 上 ,在 载荷 不 为 零 的 地 方 上 处 ,应 理解 为 
Ф+ (4 ат) = Ф+ (0, Ф (ат) = Ф- (0). 
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向 为 正 向 , 以 ar 为 周期 (图 1. 1). 今 在 各 乱 上 埋 接 与 弹性 体 材料 相同 的 
E. 设 孔 边 和 垫圈 周 线 间 的 位 置 差 已 知 : 


Cut+ivt)—Gc+iv) = g), t€ L, (2.45) 
其 中 g(t) 也 以 ar 为 周期 ,并 设 g (CD € H. 设 在 z== 土 coi 处 外 应 力 o,r 已 知 . 
求 弹性 体 的 平衡 . 
由 上 节 推 论 2.1, (2.26) 与 (2. 27) 中 的 go (z) ,Yo (z) 以 ar 为 周期 , BA 
界 . 
按照 上 面 的 假定 , 将 有 如 下 的 边 值 条 件 : 
gt@tre TO FIT = 9 M+t9 00) + 47 00), 
t€ L, (2.46) 
kot(n—te tM—PD = кф’ -tp 0) — (D 
+2ug(t), tEL. (2.47) 
由 这 些 条 件 , 易 见 问题 可 化 为 求解 两 个 最 简单 的 Riemann 边 值 问题 : 
p+(D — g (D = et, 
да-да = =m, 
其 中 上 € L, 而 
ҺО) =— gG) —¿ g (0). 
把 Фр, 分 别 换 作 фо (Cz) ,Yo (2), 可 得 
PORTAO = ZE z, (2. 48) 
MORTO, = Eh (D, (2. 49) 
其 中 
ho (t) =— вО) + @— 0) g (0. (2.50) 


显然 ho G) 已 是 以 ат иа, H € H. TE, 问题 化 为 求解 周期 
Riemann 边 值 问题 (2. 48) 与 (2. 49)， 并 要 求 @ (t) , k (t) # z =+ coi ARR. 
IEP [aj EN BJ B PR N k = 0, PERMER 


@ (z) = Z dt, (2.51) 


и 
Cx 十 уан, 80 cot $ 


Z de. (2.52) 


p (=) = (t) cot 2 


А 
(x 十 Taal. ho 
这 里 已 路 去 了 任意 常数 项 ,因为 它们 只 会 影响 整个 系统 的 刚性 平移 
应 用 (2. 26) 与 (2.27), RB ole) 与 %z)， 即 可 得 最 后 所 需 结果 ， 
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注 1 ”如 工 为 一 排 周期 性 裂纹 ,以 上 所 论 也 同样 地 成 立 ; 但 这 时 要 求 
g(t) 在 工 的 端点 处 必须 为 零 . 

#2 ”如 讨论 的 是 有 一 排 周期 孔 的 半 平 面 或 无 限 带 形 , 则 问题 可 化 为 半 
平面 或 无 限 带 形 中 的 周期 第 一 基本 问题 , 方法 和 Мусхелишвили [1] 的 讨论 
相似 ， 对 于 半 平 面 的 周期 第 一 基本 问题 , 还 可 参看 下 节 第 一 段 . 

例 2.1 一 排 圆 孔 、 圆 垫圈 的 特例 (材料 相同 ). 

W L, 是 半径 为 r 的 圆 ; | z 1=— r, 垫圈 也 是 圆 形 , 但 半径 略 大 ,为 > 十 e， 
e> 0. 并 设 在 = = coi 处 无 外 应 力 . 于 是 

git) =— ee? =— 80, 


r 19 
- t= re” Є Lo. 
A(t) = t (р) 6 26780, 

r r 


t r 


现在 6 二 + 二 0， 由 (2. 51), (2. 52), 可 得 


$ (z) ke et 6 
| z€ S, 
0, z€ S; 
ty) = otal, (р) eo as а 
ие (2-2-2 cot =), z€ St, 
= — (fer cot =, z€ 87, 


这 样 , 可 以 求 得 p(z) ,ylz) 的 表达 式 分 别 为 


_ 208 = 
plz) = etir’ zE 58, 
0, 


1 
glz) = т 
— _ “usr = 
ра a? z€ 5. 


Mee S$ G =+1,2,:) Н, 只 要 作 周 期 延 拓 . 
Фа | оо 时, 便 可 得 出 无 限 平面 一 个 圆 孔 的 焊接 公式 : 
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0, РА Є 5; 
| z€ St, 

(z) = Ayer 
= Ce + Fir’ 之 e 57 . 


这 和 Мусхелишвили [1] 中 的 结果 是 一 致 的 . 
2.2.2 弹性 平面 和 焊接 物 剪 切 模 数 相同 的 情况 


设 弹性 平面 和 垫圈 的 材料 不 一 样 , 但 前 切 模 数 w 相同 ， 只 是 杨 氏 模 数 或 
TARA ECAR [а]. 这 时 问题 仍 可 化 为 稍 不 简单 的 周期 Riemann 边 值 问题 而 解决 . 

设 对 于 垫圈 St 而 言 , x 二 x+, 而 对 于 带 周期 孔 的 平面 S- к= к. EL 

应 力 平衡 条 件 (2. 46) 与 L 上 的 周期 位 移 差 仍 如 前 . 这 时 ， 焊接 连续 性 条 件 
(2.47) 成 为 

Kt pt) =.) — #f (t) 
=K ptp pO uga), tEL. (2.53) 

将 (2. 46) 和 (2. 53) 相 加 ， 便 得 p) Riemann 周期 边 值 


(2). (2.54) 
as 18 


pta) = ae D+- 


对 于 42) 所 应 满足 的 条 件 ， 只 要 在 (2.46) АЖ, 并 将 (2. 54) 的 


结果 代入， 便 可 得 出 
JTJ) = Lg) pTO Htp C G] (2.55) 
现在 再 把 pl), p) 改 为 周期 函数 po (=), (zt) 如 下 . 
这 时 ，(2. 26) 与 (2. 27) 仍 成 立 , 但 对 于 SAS PH х, 公式 中 的 8 也 


有 分 别 不 同 的 值 ( 见 (2. 28)): 


一 5 十 ir = 9+ 
这 里 c,z 仍 是 z =+ оо: 处 的 外 应 力 . 由 此 易 见 
ВКР) = (1+< ) 一 一 5 十 ir. (2.57) 


现在 代替 (2. 26) S (2.27), 在 St ,S- 中 分 别 有 


фї (2) = g (=) БВ =, 
(2,58) 
Фф (z) = go (=) + Ë =; 
Pt (2) = dË (z) — zo t (z) + zl am 
; - (2. 59) 
g (z) = & (2) (Е Boz, 
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边 值 条 件 (2. 54) 现在 成 为 对 于 go (z) 的 边 值 条 件 


gi) = ye t) + aha. (2. 60) 


对 于 边 值 条 件 (2. 55), 现在 化 为 Z (z) 的 边 值 条 件 
dË G) — = СФО) — фу G) + G — D СФ (0) — et (0) 
+2G—DRe(8r— 87} 
=— 0) —@@) +G — D 


. | + _ (кк )с 
Ë G) 一 Po о + (Ses |. (2. 61) 


由 (2. 60)， 立 即 可 写 出 (不 计 刚 性 位 移 ) 


BO) = еды =F ar, z€ St, 
Ф (=) = | (2.62) 
фу (z) = ga) cot 4, zE S. 


(x 十 Sam. 
由 此 算出 gf (2), 5 (2) 代入 (2. 61), HARE д (2). 因此 问题 便 完全 解决 . 
如 果 g(t) 满足 条 件 


Г — 2 

f e0 cot 
则 go (=) = 0, M gf (z) 仍 以 (2.62) SABE 且 由 (2. 60), 
Ф (2) = 


4 =0, z€ S, (2.63) 


(р. 
aS 18 


_ 2 
ФС — 45 G) _ 


ho (Е), (2. 64) 


2u 
«Е! 
结果 与 (2.49) НН, HER h AAT. 且 因 这 时 B+ B= 0, МЫ 
(2.58) -5 (2. 59) 也 和 (2. 26) 5 (2. 27) 4 В = ОНИ, 即 plz) oz) 也 与 前 
相同 . 
同 理 , с=т= 0, НХ} z E 5+, g(t) 满足 条 件 (2. 63)， 则 也 可 得 类 似 
结果 , 但 <“ 换 作 了 <c .于 是 我 们 得 到 


定理 2.5 设 各 向 同性 弹性 平面 和 焊接 垫圈 有 相同 前 切 模 数 4, 但 有 不 同 的 
k， 并 设 在 z= 二 十 coi 处 外 应 力 为 0 如 和 孔 边 与 热 圈 间 的 位 移 差 为 g(t)， 对 
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于 zE S (ASH, 满足 条 件 (2.63), 则 在 St 5 S- 中 应 力 状态 的 分 布 
和 弹性 平面 和 垫圈 的 x 均 为 kt (或 x-) 时 的 情况 相同 . 
Ж 2.1 节 中 注 1 和 注 2 这 时 也 适用 . 
例 2.2 同 例 2.1, 但 x+ 和 不同. 现在 "一 z 一 0, LHe) = 一 于 ,而 
| tcot — 41-0, z€ S, 
Lo a 


因而 由 定理 2.5, 立即 知道 例 2. 1 的 结果 仍 是 对 的 , 只 要 把 «理解 为 垫圈 的 w+, Вр 


_ _ 2pez st 
-| GED, “8%, 


0, z€ 5, 
duer z 
1—cot — J, z€ St, 
(«+ ( 2) ° 
Wx) = ， z 
Er _ 之 
aba ta’ z€ 87. 


2.3 各 向 同性 弹性 半 平 面 的 周期 基本 问题 


2.3.1 第 一 基本 问题 


设 各 向 同性 弹性 体 占有 z 平面 的 下 半 平 面 $-. 在 x 轴 上 , iz = t G 38 


实数 )， 设 已 知 在 轴 上 的 外 应 力 分 布 
o(t)=—P(r), ty = ТО), (2. 65) 


它们 分 段 地 Є H, НИ ax МАМ. 这 里 把 o 写成 一 P, 意 指 忆 为 压力 分 布 ， 
我 们 仍 设 应 力 、 位 移 均 以 ar 为 周期 , 且 应 力 在 = 一 一 ci 处 有 界 . 求 整个 弹性 
体 的 应 力 (及 位 移 ) 分 布 ， 称 为 周期 第 一 基本 问题 下面 证 明 


定理 2.6 在 上 述 条 件 下 ,周期 第 一 基本 问题 的 解 存在 且 唯 一 ， 
证 由 (2.42) SR, 本 问题 是 要 求解 周期 Riemann 边 值 问题 
Ф+ (0) –Ф- (0) = POTO, tel (ch), (2. 66) 


HER Ф( оо) AR. 
因为 此 时 指标 & = 0, 可 以 得 到 


oz) = | (P(t) HiTO)) cot Z dt +C, (ж) 
ат!) Ly а 
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其 中 C 为 某 一 常数 ，Lo REL — fun < : < +a 


为 要 确定 C， 只 要 利用 位 移 的 周期 性 假定 .为 此 ,对 (x ) RAD, 如 不 
计 及 弹性 体 刚性 平移 ， 有 


plz) 一 一 mil. (Ра) +iT(2)) log sin É 
其 中 对 数 作为 + 的 函数 已 在 L。 上 任意 取 定 一 支 ， 
注意 , 当 z 例 如 沿 水 平方 向 增加 ar 时, Z = 一 二 就 减少 x, 而 w= sin Z 


就 从 w EH —ш, Hr EFC) FHR, argw 增 加 (减少 ) z. 因此 , Ш 
zES 时 


Z dt+Cz, 


plz + am) 一 一 sal (PG) +iT(2)) (log sin —* + im) de + Ce + am) 
ni) Ly 


= g(x) — Z|, P+iDa + Can, 


Ф(Е Рак) 一 一 |, (PQ) +iT()) (log sin 一 “一 in) de 十 CE 二 am) 


=9@ ++|, (P + ia Can, 


AZ, 由 (2. 44), 为 了 位 移 的 周期 性 ， 必须 
к(Ф( ап) — @(z)) + (@(Z + am) — Ф(=)) 


= 16-р, (PO HiT + Ge 4 DCan 


= 0, 
从 而 
_~*-1 1 А _ l<—l, p+ ops 
c= ET Daal „РТ = 5 ТСР” +iT*), (2.67) 
其 中 已 令 
Р" = L|, Ра, Т" = =]. T(e)de, (2. 68) 


所 以 , FEC 的 值 代 入 (* ) д, 便 得 问题 的 唯一 we 


plz) = ==] (PQ) +iTC)) сої! 
Ват. Ly 
(2. 69) 


定理 证 毕 
如 果 不 计 弹 性 体 刚性 旋转 , MU GC x) 表达 式 中 的 虚 常 数 项 还 可 略 去 ,而 有 
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_ 1 . t—z lx—lps 
O62) = =a |, PO HITO cot == at ТР". (2,70) 


P”,T ”有 明显 的 力学 意义 ， 它 们 事实 上 分 别 是 z = 一 coi 处 的 外 应 力 压 
力 和 剪 切 力 . 这 从 (2. 42) 便 能 看 出 , BSE, 在 (2.40) Ж (2.42) 中 令 z 一 
一 coi, 注意 到 


lim (z —z)@' (z) = 0, (2.71) 
立刻 可 得 
a, (— œi) + o, (— œi) = 4 Re Ф( coi) =P , 
o, (一 œi) — it, (— œi) =— (P* +iT*), 
于 是 
s, (一 coi) =— P* 9 Try (一 col) = Г* ’ (2. 72) 
o, (— со) =— $E p", (2.73) 


1+ к 
式 (2.72) 从 力学 上 看 是 容易 明白 的 : RES 中 一 个 周期 半 带 形 , 考虑 
到 应 力 的 周期 性 ， 其 左右 两 纵向 边线 上 应 力 彼此 相 消 , 立刻 就 得 知 上 述 结 
#. 
注意 到 熟知 
и> 0, 1<к<3, (2,74) 
因而 , 4P* >08}, 由 (2.73)， 得 到 cx (一 coi) <0. FH, 得 到 下 面 的 推论 : 


推论 2.2 对 于 各 向 同性 弹性 半 平 面 周期 第 一 基本 问题 ， 如 在 边界 一 个 周期 
上 正 应 力 合力 是 压力 : 
| Pdt = anP* > 0, 


则 在 z 一 一 coi 处 的 oz 也 是 压 应 力 ， 由 式 (2.73) oH. 


Ж ”如 果 把 水 平方 向 位 移 周 期 性 条 件 改 为 准 周 期 的 : 即 只 要 求 
u(z+ am) = ибх) + q, 
其 中 7 为 一 未 事先 指定 的 待定 常数 ， 而 另外 已 经 给 出 cz (一 сої), 则 第 一 基本 
问题 也 有 唯一 解 . 
012.3 设 各 向 同性 弹性 半 平 面 边 界 上 部 分 地 受 有 周期 均匀 压力 , 求 弹 
性 平衡 (图 2. 2). 
W) 己 为 一 已 给 ( 正 ) 常数 , 而 在 边界 的 一 个 周期 上 ， 
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p P, | t I< Z; 
! l P(t) = 


о, 11015 ат, 


T(t) = 0. 
2.2 
图 iy 为 线段 一 /过 1 过 1, 且 取 自 左 至 


ЕЕ. Mxit, Р* = 全， 所 以 由 (2.70)， 


an 


_ P tz «—1 iP 
Pz) = 区 而 pt z d+ ian (2.75) 


代 人 (2. 36) 与 (2. 37) F, 容易 计算 得 到 


2P ， t—z k— l 4P 
0. +o, = 所 | arg sin |, 一 -一 一 一 


K 十 1 ат 
Р(2 — z) sin 21 1 47P 
cy — 9, + 2it,, =—— i (2.76) 
ami sin T+“ sin == «Flan 


其 中 | are sin ==] 表示 sin 2 А ЧЕ 沿 着 7。 自 一 / 变 到 十 1 时 的 改 
变量 . 

如 果 在 (2.75) 中 令 1 一 0, P 一 十 co，, 但 保持 2 = Ро, 这 就 变 成 在 边界 
上 有 一 组 周期 集中 压力 P, 时 第 一 基本 问题 的 解 . 这 时 ，(2.75) RMA 


— Po z «—1 Po 
Ф(2) > col Fed Dan’ (2.77) 


而 应 力 公 式 (2.76) 就 成 为 


— 2Po 2 к= 12Р, 
% +09; am Im cot +] an’ 
P,G — —1 2P 

0, — z, + 2iz,, = 了 一 кот (2. 78) 
а? ті sin? «+l ат 


如 果 在 (2.75) а Боо, 便 回 到 半 平 面 上 在 一 段 区 间 [ 一 /, 人 上 受 有 
均匀 压力 P 时 的 应 力 分 布 ; 
с. +o, = 2P [arg(t 一 =>], , 


. 2IP (z —z) 
oy 一 Or 十 ZiT py = «КРУ, 


这 和 Мусхелишвили [1] 中 的 结果 是 一 致 的 . 
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ARE, 在 (2.78) 中 令 a 一 十 co，, 便 得 到 半 平 面 上 在 原点 受 有 和 集中 压力 Po 
时 的 解 : 


例 2.4 同 例 2.3, 但 在 7, 上 受 有 均匀 前 切 力 , B 
T, |:|<!, 
PGD = 0, T= 1 
0, L<] t |< 7а". 
由 于 这 时 P* = 0, 因而 由 (2， 70), 
G(z) = 去 | cot 上 一 = di (2.79) 
а?) у a 


将 它 代 入 (2.36) 和 (2. 38), 容易 算出 


Sin 
oz +o, = 2T In TF 
x sin z 
Ti Ша T(z— z) sin 2 
с, + iT,, = = are sin a ] +— I (2, 80) 
% an sin 7 Z sin — > 
a 


并 利用 与 (2. 76) 类 似 的 讨论 ， 则 得 周期 集中 前 切 力 的 解答 


0 


T 
Ple) =— 20 cot, (2.81) 
2an a 
2T, 
с, +o, = 一 一 Re cot =, 


i == (2. 82) 
дн, = Td m cot £4 PEE 
an а 2an sin? 之 

a 


如 再 在 (2. 80) (2. 82) PS а — + cc， 便 可 分 别 得 到 一 段 均匀 剪 切 力 和 
一 个 集中 剪 切 力 的 解答 . 这 里 便 不 再 写 出 了 . 


2.3.2 第 二 基本 问题 
设 在 各 向 同性 弹性 半 平 面 S АЛЯ сЕ, 已 知 复位 移 向 量 
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и 二 iv = g(t), 
RE, gO) 以 ar 为 周期 , 连续 ( 且 人 允许 含 一 任意 常数 项 ,相应 于 整个 弹性 体 
的 刚性 平移 )， 而 & (D ВЕН € Н, 又 设 在 边界 的 一 个 周期 上 , 外 应 力主 矢 
量 已 知 为 X + iY. 仍 设 应 力 、 位 移 周 期 分 布 , AMAL = =— oi AAR, Ж 
弹性 体 的 平衡 问题 就 是 周期 第 二 基本 问题 . 


定理 2.7 在 上 述 条 件 下 , 周期 第 二 基本 问题 的 解 存 在 且 唯 一 ， 
证 ”由 (2. 39) SR, 现在 要 求解 周期 Riemann 边 值 问题 


DPE +кФ G) = 22g t), t EL, (2.83) 
AER ФС: coi) 有 界 . 这 个 问题 的 一 般 解 为 
Ф* (С z) =k „ED cot 4 Z df 一 <C， Е 8+, 
Ф(2) = (2.84) 
z) =l, Е’ (6) cot É 4С, <ES, 
其 中 C 为 任意 常数 . 
FE, 如 不 计 刚 性 平移 , 便 有 
p+(z) 一 一 an g (2) log sin 22 dt—KCz, z Е St, 


plz) = (2.85) 
= =% ati 
Ф (=) = Ари (1) log sin < 7 dt + Cz, z€ S, 


其 中 对 数 可 任意 取 定 一 支 . 由 于 
| g (dt = Ce). 一 0， (*) 
这 根本 不 影响 pe) 的 值 . 
由 于 当 z € S- 时 ， 


一 __А , ` 1—2 _ — 
olz) = Ef, g log sin — dt кС z 


一 一 an g (t) log sin Ë— dt— KC z, 


代入 (2.44)， 有 
2и(и + iv) = = g(t) arg sin — 
由 此 可 见 , u io 不仅 单 值 , HEA ar 为 周期 ， 因 为 当 z 改 为 > 十 ar 时, Я 


边 第 一 项 根本 不 变 , 这 还 是 由 于 (* ) 式 之 故 . 
为 要 决定 C, 可 考虑 在 z =— coi 处 的 外 应 力 情况 , 根据 平衡 条 件 ， 


Z dk + «C(z—® — (= — z) Pl). 
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a, oD = У, г (оор) =. (2.86) 
~ ап - an 


又 由 (2. 84), ZA 

Ф( coi) = 一 <C， @(—ooi) = G; 
此 外 ，(2.71) 式 现 在 仍 成 立 . 于是, 在 (2.42) 中 , $z =— coi, 注意 到 
(2.86), (FA 


YIX e+ DC, 
ап 
亦 即 
Сита 
XH, 最 后 得 到 
Ef, gO ot 和 z€ 5+, 
Oz) = | Е vax (2.87) 
-f 8 (2) cot = = d+ a’ z€ S-. 
定理 证 毕 ， 
由 此 还 易于 推出 下 面 两 个 推论 : 


推论 2.3 当 且 仅 当 了 Y 一 0 时 ,os (一 coi) = 0. 
推论 2.4 当 且 仅 当 X 王 0 时 , K+ ujj ti Y= 二 0 时 , Фй 45 о. 

012.5 设 半 平面 边界 上 有 尖 臂 形 周 期 位 移 , 即 在 一 个 周期 L。 上 的 位 移 
已 知 为 

(H-1); l: |< 1; 
g(t) = 1 

0, I <|: |< sam 
此 外 还 设 在 L。 上 的 外 应 力主 矢量 为 0. 求 弹性 平衡 (图 2.3). 


1 1 
一 可 QT x 0 y, 本 QT 


这 时 , C = 0. 因此 , Ч: Е S BF, 由 (2. 87) 有 (如 果 用 7 , y, 分 别 表示 
由 一 :到 0 和 0 到 :的 两 有 向 直线 段 )， 
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一 dr) 


Ф(2) = ме. (| cot 上 一 和 a—| cot 
KUR PI a ГА 


ие sin“ — t—z 
一 一 +i[arg sin ] 
кіт sin + sin 1—2 а n 
а а 
i| А =] 
— 1 arg sin . 
Ye 


H (2.87) 也 可 有 : Ч. € S it, oC) = epl) 或 即 


因此 , 最 后 代入 (2. 36) 和 (2. 37), 得 到 应 力 分 布 公 式 : 


Plz) = кФ(=). 


2 


Aue sinf — 
о. +0, 一 4Reg(z) = = ’ 


1-2 . 1— ж 
sin 十 sin ——— 
a a 


a, — 0, + 2it,, =— 206-1) Ole) — 2(z —2Z)G'(z) 
2 2 


ео | Па 
кіт sin 上 十 < sin 一 < 
a a 
+ilarg sin | — if are sin =] | 
7 ГА 
2ue (x — Ж) sin 
ме (= — z 2cot Z + a 
кіт . lz . [1-2 
sin sin 


MS ae +оо, 便 可 得 一 个 尖 劈 时 的 应 力 分 布 公式 如 下 (其 中 和 ,2 BR 


如 图 2.4 中 所 示 之 角 , 且 均 取 正 值 ): 
2 
s, +o, = $E In = , 


су — 9, + 217, 


2 
_ — 0+ № 2 一 +10, -a| 


_4pelz—z)/1 z 
кіт (+), 


z€ 8. 
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2.3.3 基本 混合 问题 


设 在 各 向 同性 弹性 半 平 面 边界 的 一 个 周期 L。 上 , Eh 8 y, — I< : < 
D 上 已 知 位 移 
и + iv = g(t), 
Mit g(t) 连续 , ФЕ 日 ( 且 可 差 一 常数 项 ). MRE L= Lo —% E» 外 
应 力 已 知 , 例如 不 妨 设 为 0; 
FD =. = 0 I<|:|< aq. 


此 外 , BEM % 上 的 外 应 力主 矢量 XX 十 iY. 以 上 诸 条 件 都 是 以 er 为 周期 的 . 
仍 设 应 力 、 位 移 都 是 周期 的 , BE = = 一 coi 处 应 力 有 界 , 求 弹性 平衡 ,这 个 
问题 称 为 周期 基本 混合 问题 . 


定理 2.8 在 上 述 条 件 下 ， 周 期 基本 混合 问题 的 解 存在 唯一 . 


证 ”应 注意 到 , ЖЖ, 在 z =+: E, 应 力 可 能 无 界 . 
与 前 段 所 述 理 由 相 类 似 , 现在 要 求解 周期 Riemann 边 值 问题 : 
PHU) +e@~(t) = Zug GO, € У). (2. 88) 
这 与 1.2.2 节 中 的 特例 相同 , 只 要 把 那里 的 KK 理解 为 <, 并 且 这 里 要 求 的 
也 是 Ay 类 中 的 解 . 
由 (1.48) RA, 这 问题 的 一 般 解 为 


_ X (z) g(t) t—z . = 
Ф) = | ту t — 4 + ХО) (Cotan Ž +C), (2.89) 


其 中 的 典 则 函数 


X(z) = (tan = + tan l ) ien = 一 tan Lyre, (2, 90) 


a 


这 里 
Ink 
B= Oa (2.91) 
EX) 已 取 定 一 支 , 例如 , 使 
lim tan = Х (=) = 1, (2.92) 


z>+yax 


容易 证 明 就 是 这 样 的 一 支 : 令 
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取 儿 平面 中 把 一 L 到 十 LL 沿 实 轴 草 开 后 的 
如 图 2.5 中 所 示 的 那 一 支 : 
arg(£+ L) = 6, 
arg(£— L) = 0, 
图 2.5 其 中 0 < 0i she < r. 

不 论 Со, С, 如 何 选 取 , М ФС) 已 以 
ат 为 周期 ,因此 应 力也 已 以 ar 为 周期 . 为 要 决定 Co ,C1， 只 要 利用 位 移 周期 
性 条 件 和 在 x = 一 oi 处 应 力 的 平衡 条 件 即 可 ， 具 体 说 明 如 下 ， 

首先 注意 到 


X(— coi) = i 


(-2 
= (— 


+ iB)log(—i +L) ~ (++ 


i8)log(—i—L)| 
18) | log wa 过)] 


ae 


Fj, 
# | 
X(+ œi) =— ie? cos 本 


如 果 记 % 对 周期 ax (L, 的 长 度 ) 之 比 为 1: А = 21, B$ 


A = 28 д/ж, 
a 
(2, 93) 


B=Br— = (1 Хов ve, 
则 有 
X(+ coi) 一 一 ie4cos 2, 


(2. 94) 


X(— coi) = ie 4 


如 以 A. A 分 别 记 上 半 平 面 和 下 半 
平面 中 的 一 水 平 周期 线段 (图 2.6), MH 


| хоч: BRM A, 的 高 度 无 关 ， 因此， 
可 以 得 到 ， 


cos —. 
a 
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| X(z)dz = arX( 十 coi) 一 一 arie4cos L, 
+ a 


(2.95) 
| X(z)dz = axX(— coi) = amie Acos +, 
— a 
同 理 ， 
| X(z) tan Z dz = апе^ соз L, 
Ay a a 
(2. 96) 
| X(z) tan Č dz = апе А cos 2. 
A a a 
又 若 t e Yo 9 则 还 有 
| X (=) cot £ —Z dz = апе^соѕ L, 
Ay a a 
(2.97) 
| X(z) cot —* dz = апе Acos L 
A a a 


于 是 ， 利 用 (2. 95) ~ (2.97), BW, М; € Sf, 
ф(х + ат) — glz) = I, Ф(2) dz 


ef g (t) d+ +10), 


= aneAcos © (4 
a \ап\у X+(z) 


ФСЕ an) — ФСЕ = | Bz) dz 
A (В gD _ 
( 1, x+ о іа ). 


= аке cos 一 H 
a ax 


因而 ,由 (2. 44)， 位 移 周期 性 条 件 成 为 


—A [E g(t) : 
Ke (Z|, ++ бо +iC ) 


A g (1) _: — 
+e h, хеч с) 0. 


Ж+Ж ев = же 4, 简化 后 有 
Hf Е, (2.98) 


Cy + iC, tanh B =— m " XFO 


НАХ, ЖЕ z = 一 coi 处 的 应 力 平衡 条 件 : 


с, оо) = Y. ¿ (C оо) = Š, 
at ~ ax 


计 及 


ty . А ГА Ç“ g (t) . 
Ф(+ coi) =— ie cos — (21, x oTa +G), 
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И eA L -£f g (1) КРТ 
@(— coi) = іе cos — ( ак), XT tO Qi), 


同时 注意 到 此 时 (2. 71) 仍 成 立 , 因此 , 由 (2.42)， 得 到 平衡 条 件 为 
Y 一 这 _ ооб 2 (“sees g(t) dt + Ci cosh А +iCosinh A), 
a 


2an ат Jn Xt(z) 
(2.99) 
或 即 
CotanhA—iC, = — —Y+iX ptanhA| Е, (2.99) 


Zam cos + cosh A am Jy XF) 


ЕЖА, BH 0, H2. 98) #02. 99) 便 可 唯一 确定 С.С. 因此 问题 
的 解 存 在 且 唯 一 . 

例 2.6 周期 水 平 直 基底 压 头 ， 

设 各 向 同性 弹性 半 平 面 S$” 上 有 一 组 周期 为 ar 的 压 头 , 每 一 个 的 基底 为 
水 平 直 线段 , K2. 又 假设 在 每 一 压 头 上 作用 有 压力 Ро, 而 在 压 头 以 外 的 边 
界 上 无 外 应 力 . 求 弹性 体 平 衡 . 

mat, 7% E, BM g) = 0; ХХ=0, У=-Р.. 现在 (2. 98), 
(2. 99) 分 别 成 为 

Co + iC, tanh B = 0, 
Po 


Cotanh A— iC, = ——— 
2an cos = cosh A 


解 出 Cu ,Ci ， 计 及 
cosh(A + B) = cosh fx = “+1, 
24е 
有 
G= „Р sinh В > G= iVxPo cosh B 
(«+lax cos — («+ Пак cos a 
最 后 代入 (2. 89) д, 得 
Pz) = Ро) (sinh B tan Ž +i cosh B), (2. 100) 


(x -+ lar cos — 
a 


其 中 X(z) 由 (2. 90) 给 出 . 
下 面 计算 在 压 头 正 下 方 边界 上 的 应 力 分 布 ， 
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ФЕ У, Е, | t |< 12, 显然 ， 当 z 自 上 半 平 面 趋 于 Yo 上 的 上 值 时 ， CA = 0, 
0, = ZS (图 2.5)， 于 是 


X+(t) = exp] (—4+i8)In wnt | 


一 一 一 (2. 101) 
a 


代入 (2. 100), 得 


xkPoexps 18 п 


(K+ lan [sin tt sin :一 : 
a a 


。 (cosh В cos + — i sinh B sin — ). 
a a 


如 用 P(t), ТО) 分 别 表示 Yo 上 的 压力 和 剪 切 力 分 布 ， 则 由 (2. 42), 
P(t) HITO =—9,(t) + itay (0) = pt GQ) — ФУ (0) 


ptt) = 


= lot, 


因此 最 后 有 


P cosh B cos £ — i sinh В sin + 
PQ) +іТа) = 2—2 VH n 
am T+ 


. t .7 一 上 
sin sin 一 一 一 
a a 


14+ 


sin 一 一 


(2. 102) 


* exp< 181п Г; 


sin 
令 a 一 оо 时, 便 可 得 到 一 个 压 头 时 的 特例 . 注意 这 时 由 (2.93)，B 一 


Inve, 因而， 有 cosh B+ sinh B= = 这 样 ， 可 以 得 到 : 


P(t) +iT() = — exp if log 


anveJ/l? — É 


i+t 
1—1 
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这 与 В. М. Абрамов 的 公式 一 致 (参见 Мусхелишвили [1], $ 114аФ). 
例 2.7 周期 倾斜 直 基 底 压 头 . 
设 压 头 基 底 辣 前 例 , 但 与 半 平 面 边 界 
作 倾 斜 角 e (图 2.7). 又 设 每 个 压 涉 上 外 
уат `` 0’ јат х ЕКВ, XRAY =0, 在 压 头 以 外 仍 
设 无 外 应 力 . 
这 时 g(t) = iet, 或 
gG) = ie, t € %. 
现在 (2. 98), (2. 99) 分 别 成 为 


: рє dt 
Co + iC, tanh B = ат), XFO? 
CotanhA — iG, 一 一 ЕЕ tanh A | € . 
am % ХО 
由 此 显然 
__ МЕ dt 
С 一 0， G 一 ак), ХО 
代入 (2. 89), 化 简 后 得 到 
| 1—2, Z\ dt 
plz) = ат), (cot — — (ап = ғо (2.103) 
为 了 进一步 计算 , 令 
t—z 之 dt 
(=) = L (cot — tan 2): 


作 变换 一 tant, #4 [= tan 2, L= tan Ё, 则 


1 os Z Ile) = =f du 
аа IG) = 1.00 -L ажа.) (и – ХЖ GO) 


其 中 
X.O = X) = (CEL HCE Ly, 
并 且 所 取 的 支 同 前 ， 即 
lim ХФ = 1. 
为 了 计算 I.CD , 作 辅 助 函 数 


Ф ИЖ $ 114a 中 公式 (8) 原文 本 中 右边 分 母 上 漏 掉 因子 2， 中 译本 也 未 改正 ， 
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dw fw) 
A —— OA V dw, 
?= са Cw) i=: 


其 中 A 为 ww 平面 中 包围 线段 一 L < u < L MERA, 但 “在 其 外 ,并 
沿 时 针 向 积分 . S 4 无限 地 收缩 于 上 述 线段 , 并 注意 XT G) = 一 xX (и), 
易 见 


_ xk 十 1 = ` 
Qa) = Oni 或 1, = 120. (x) 
在 只 要 计算 OAC. A 
_ 1 
хо = (1 十 52)X 0)’ 
注意 到 (2. 94), BH CO 在 5 一 i 处 的 主 部 为 
1 1 е 4 


AGDA ~ 00 DX Ру, 
a 


在 “一 一 1 处 的 主 部 为 
ZC + DXi BIE DXi) aeos 1 (LD 
a 


A 


于 是 , 由 留 数 定理 ， 有 


ao = 1 -一 一 i 
(+C) X, 2cos 2 0) 2cos = (+ 
cos? = cos? 之 

a 


а (cosh A tan Ž — i sinh A). 
cos +- а 
а 


_ даті 1 _ КА = -isi 
Iz) = lx sec = (cosh A tan 2 i sinh A) |. (2. 104) 


由 (2. 103)， 最 后 得 


_ Е XQ) z _ 
lz) = eit i| —— (cosh А tan 2 і Z —isinhA) | (2.105) 


COS — 
a 


XC) 


Flt, 问题 已 完全 解决 
在 压 头 正 下 方 的 边界 上 ， 仿 前 例 易 知 ， 


P(t) HITO = ФФ ФФ = Hota) — 280 
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ВЕК (cosh A tan 二 一 i sinh A), 
«cos 一 а 
а 
再 用 (2. 101) RA, 有 
. t 。 t 
ие (cosh A sin —1 sinh À cos >) 


Je fsin FE sin 和 一- 


Pt) +iT@ = 


a 
sin itt 
• ехр< ifln — . (2. 106) 


如 在 (2.105),(2. 106) 中 , 令 a 一 十 co, 并 注意 到 
1. 1 . 
lim ae) = X, (z) = R+T eD, 
a— +оо 
lim coshA = 1, lim a sinh A = 218, 
а-+ +оо 4 一 十 co 


则 得 到 一 个 周期 中 一 个 倾斜 直 基底 压 头 的 相应 公式 : 


Ф(2) = FETTI — (e — 2180 Xo (2), 


PGD) +iTG@) 一 一 20а, — 2180 Xt (t) 


__ ape t — 2181 Bln 
= Е ЕЯ exp |481 
这 和 Мусхелишвили [1] 中 的 结果 是 一 致 的 ， 


HEj), 
1—1 j: 


2.4 各 向 同性 平面 弹性 理论 中 的 周期 接触 问题 


2.4.1 无 摩擦 存在 时 的 情况 


现 设 有 一 列 周期 压 头 (基底 形状 相同 ) 压 在 各 向 同性 弹性 半 平 面 S 的 边 
Fl. 暂 设 压 头 和 半 平 面 间 不 存在 摩擦 力 ， 在 压 头 之 外 ， 半 平面 边界 上 的 条 
件 仍 同 例 2.7, Mo, = ta 一 0; 而 在 基底 的 正 下 方 ， 只 知道 半 平 面 边界 上 的 
纵向 位 移 vt), 而 不 知道 横向 位 移 wu(z), 但 由 于 无 摩擦 力 , МН Tay = 0， 
而 o, 则 不 知道 , 此外, 假设 每 一 压 头 上 的 作用 力 是 正 压力 Po, ВУ = 一 Po， 
而 X = 0, 求 弹性 平衡 . 

i y = f(x) 为 压 人 弹性 半 平 面 的 压 头 的 基底 方程 , 其 中 f(x) 以 ar МН 


第 二 章 各 向 同性 平面 弹性 理论 的 周期 问题 51 


期 , H f(x) € H. 在 一 个 周期 L, Е, 受 压 区 间 仍 设 为 m: — I<: < L. + 
是 , 在 L, 上 ， 其 边 值 条 件 为 
Ty) =0,tE Li; GA) = 0,16 L,Y; 
v G) = fa), t€%; 
又 在 % 上 的 外 应 力主 矢量 X 二 i = 一 Poi. 
由 这 些 边 值 条 件 , 首先 了 解 到 , 在 z = 一 coi 处, 根据 平衡 原理 , 应 有 


. P . 
g= 0,(— œi) =— = T= туу C i) = 0, (2, 107) 


HER D(z) ER n 及 其 周期 对 应 线段 剖 开 的 平面 上 是 全 纯 的 . 由 (2. 42), 
显然 ,因为 上 E У FF z, = 0, МЫ 
Ф (0) -Ф (2) =O (0) —@T(0), РЄ X, 
或 即 
Ф (2) Ф (0) =O (1) + O ФФ, t€ X. 
XR Ф(=) + Oe) 在 全 平面 上 全 纯 . 而 它 在 z == 十 coi 处 有 界 , B J ar 为 周 
ЯЯ, 用 一 保 角 变 换 ， 立刻 可 以 知道 它 恒 等 于 一 个 常数 ; 
ФС) + Bz) = 28,. (2.108) 
H (2.41), Жез 轴 上 时 , 因为 =, = 0, 显然 , B, 为 一 实数 . 
H (2. 43), 在 z 轴 上 ,有 
иби Hiv) = кф (0) + OQ), 
取 共 恩 值 ， 并 利用 (2. 108), 得 
| 2и(и’ — iv) =— (КФ) +O (0) +2CH 4+ DP. 
把 这 两 式 相 减 , 并 注意 到 , EY Е, v = f(t), FEBS Riemann 周期 边 值 
问题 : 


Ф) +0 A) 一 Hro + 28, tEh. (2. 109) 


现在 要 求 这 一 问题 的 一 般 周 期 解 , 在 z —+ oi 有 界 者 . 这 时 可 利用 第 一 
章 (1. 27)’ KR; 但 注意 到 ， 对 于 (2. 109), 车 右 端 只 有 2% 这 一 项 (而 Г = 
0), 它 显然 有 特 解 2. В, 得 到 (2. 109) 的 一 般 解 为 


2u / t—z 
———  ![]ÑsoƏ Ə — VRC) cot — dt 
(<+ Пак/Ю(=) nt e a 


lz) = 


+ fe» (2.110) 


这 里 已 将 XCz) 改写 如 下 : 
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X(z) = 1 ‚ Р(х) = tan? | tan? =, (2.111) 
z a a 


i 
且 当 z 由 上 半 平 面 趋 于 上 E y, В, VRO 取 正 值 那 一 支 , 从 (2. 110) 还 可 看 出 
lim (z — z) (z) = 0 (2.112) 


z—koot 


仍 成 立 . 

现在 来 证 明 , 在 给 出 的 条 件 下 , В 与 A 必须 为 实数 . 首先 , 要 注意 到 

X(z) = X(z). (2. 113) 
这 可 以 这 样 看 出 : AXX) = XCz)， 所 以 它 和 X(z) 表示 同一 根 式 , 因此 只 
可 能 有 X(z) = ХС), 但 若 比较 (2. 109) RAC. 88) 式 左边 , 知道 这 里 的 典 
则 函数 同 那里 的 一 样 ， 只 要 令 那 里 的 改作 为 1, 也 就 是 把 (2. 93) 中 的 A 改 
ЕЯ 0, 于 是 现在 应 有 
X(— сор = X(4 оо) = X(— oi), 

即 上 式 中 要 取 正 号 ， 也 就 是 (2. 113) 式 成 立 . 再 将 (2. 113) 和 (2.111) 比较 ， 
可 以 得 到 


ВСР (О. 
又 因为 LO ж ж, 因而 ,由 (2. 110) 有 
Plz) = -— l. FORO cott 
(e+ Dany R) 
Botan 2 + В, 
一 一 -二 一 一 十 及 
VR(z) 


再 把 它 和 (2. 110) FAI, 根据 (2. 108) ,可 以 知道 所 ,8 都 是 实数 ， 
剩 下 的 问题 就 是 要 确定 实 常数 ,Bl ho. 
首先 考虑 位 移 周期 性 条 件 . 由 于 


V R(+ coi) =+ 


1 T’ (2.114) 


cos — 
a 


因而 
dz 


А+ YRC) 


ГА 
=+ ax cos 一 ， 
a 


t 一 一 
tan = 一 cot —— 
a . ГА 
== | dz = ап! cos 一 ， 
Ay a 


Ay Vion УВ (=) 
HF A, MA 见 图 2.6, 于是, 由 (2. 112) 式 ， 当 z 在 下 半 平 面 S- 时 ， 
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2⁄4 cos 一 


pz tan) — ple) =f O(z)dz = a FORO dt 


十 cr cos 2 G, — ñ ) tanh, 


2 cos 一 


ФСЕ + am) — ф(9) = I, G6(z)dz = а FONRO dt 


十 ат cos 2 Gñ, + В, > + anf. 


因而 ,由 (2. 44) Rh, u + io 的 周期 性 条 件 成 为 
i+ DA — DB + +t, = kan FORO dt. 


cos — 
于 是 ， 可 以 得 到 
№ =— G anl, FORO dt, (2.115) 
«в — He, = 0, (2.116) 
cos + 


再 考虑 在 z =— coi 处 的 应 力 平衡 条 件 . 由 (2. 110) 式 


2р1 cos 一 

6( 一 coi) = cr FORO dt— B cos ++, +ifheos 2, 
2Hi cos 一 

ФС œi) = akan FORO dt + 8, cos +8 +18 сов 2 一 


所 以 由 (2. 42) R, ЖУЛА (2.112), 可 以 得 到 
в,(— coi) — it, (— œi) = @(— coi) — (4 сор =— 28, cos 


再 利用 (2. 107), 得 


B, = (2.117) 
Zan cos 一 
代入 (2. 116) È, 可 得 
— k— 1 Ро 
№ = т dan’ (2. 118) 


(2. 115), (2. 117), (2.118) 代入 (2. 110) 式 ， 最 后 得 到 所 和 欲求 的 叭 一 解 为 
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Dle) eI. POVRO (cot EE — tan =) a 
a ES RCz) a 
Po к—1 Po (2.119) 


2ак cos LRE “十 1 Zax 


这 样 ， 能 易于 如 下 计算 压 头 正 下 方 边界 上 的 压力 分 布 РФ. 
Bt € X. AAR) = 0, Ë 
Plta) =— s, (t) = BF (t) — $ Cto). 
应 用 推广 的 Plemelj 公式 ， тна 


Ay t 
Peo) = 一 -一 一 КИО) 2 — tan = | dz 
° e+ ax R) P (cot = an 2) 
+ P (2. 120) 
an cos 一 RY 


下 面 考虑 当 P, zh. 不 足 使 压 头 的 角 点 接触 弹性 半 平 面 的 情况 . 

为 简单 起 见 ， 设 压 头 基底 是 对 称 的 , BB f(z) ARK. ТЯ, ESA 
性 接触 的 一 周期 线段 由 对 称 性 可 设 为 mm :一 ( 委 上 委 2 但 这 时 ?为 一 未 知 正 数 
《小 于 压 头 底 半 宽 )， 决 定 它 的 条 件 是 PD = 0. 


这 时 ，(2. 119) RPS tan = 的 项 可 略 去 ， 而 (2. 120) 式 成 为 


P(to) = (2) /R(t ot Í 2 dt 
° DERG Fi ° 
+ га 
an cos 2 R (to) 
L А 一 — 
4p f MCR —R(to)) cot U dt 


Е (K+ Dan /R(t, )2—1 JRO a 


L , 一 
q EVR Go) FO oop tz dr 
eF Dar) YRO 4 
+ Го 


an cos 4 ва) 


又 因 


t—t t t t, 1 
(RG) —R(t))cot 0 一 一 tan 二 sec? -^ — tan © sef —, 
a a a a a 
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并 注意 到 Га) 为 奇 函 数 , 于是， 
2 to ‘tan 上 
4изес z ı f Œ) tan 7 
(e+ Dar YRC)? VRG) 


4и/К (в) [ f'(t) cot EZE ay 
(e+ Dan) /RD a 
Po 


P(t.) 一 一 


十 一 一 一 一 一 一 


十 


ап cos L R (to) 
a 


4usec? 2 ef oe ШӨ)! en 


Cx 十 Dan те RG 
P + eR Р CE) tan = 
an cos + R (to) Т + Dan VR (t) 


4 /R(t [f W t— to 
+ Cet Dar Dan} Ray 一 dt. 
X 一 士 ! 时 ， 上 式 右边 后 两 项 缘 趋 于 0,， 其 中 第 一 项 显然 ,而 第 二 项 中 的 积 


分 ( 主 值 ) 含有 对 数 奇 异性 , M/R) 为 区 阶 无 穷 小 . 
因此 , 应 选取 ,使 得 下 式 成 立 : 


1 O eni 


Р, = —“ f t, (2.121) 
L Des RO 


上 式 即 为 决定 /的 条 件 . 这 方程 也 可 这 样 解 释 ; 如 果 需 要 把 每 一 周期 压 头 加 
压 使 与 弹性 半 平 面 接触 的 区 间 的 长 为 22， 则 所 需 的 压力 Po H (2. 121) 给 出 . 
这 时 压 头 下 的 压力 分 布 为 
_ 4вУК > f fW t— ty t 
Plo) = Te ian ic cot + tan = de, (2. 122) 
如 果 在 (2. 119) — (2. 122) RHP, а оо, 可 以 得 到 一 个 压 头 时 的 相 


MAR: 


Г ФУРЫ OL Е а. Ро 
(K+ lx 12 — 22 t— z 2r SE — x° 
z€ S; (2. 119) 


lz) = 


kd 
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4p Бом MVP dt + Р, 
(K+ z /Ë — 2 £— lo 294/12 — to 


— I< k <l; (2. 120)’ 


P (to) 一 


4p : tf’ (t) , 

P — . 

"一 (2. 121) 
2 ap / 

Pa) = ЕВ LO d (2. 122)’ 


(k+1)x a /Ë t— ty 
ВА А.В Мусхелишвили [1] 中 的 结果 相同 . 

例 2.8 周期 压 头 有 直 水 平 基底 . 

Е, f(t) = 0. 由 (2.119),(2.120) =, 


_ Po k— 1 Р, 
Ф(=) = + ET Zar 


I 
2an cos tan 
a 


z 
Po cos — к 1 Р, 


+ 

二 «+1 2an 

2an, | віп Lt gin SE z k 
a a 


Po 


L L t 
ат cos 一 tan? 一 一 tan? — 
a a . а 


t 
Pocos 一 
a 


an [sin 26+ sin 24 
其 中 根 号 已 取 定 这 样 的 一 支 : SEMA УНР, z 在 上 半 平 面 趋 于 7Y,。 上 的 
Ätit, REE. 
012.9 FRA BAER. 
仍 设 倾角 为 s (A 2.7). 这 时 f(z) ==. FR, 由 (2. 119) R, 


| 


P(t) 


| 


z 
Bz) = E tH ав Z R(t) dt 
7 5 С 


Р, к — 1 Po 
Žar cos + RG «+1 2ат 
此 式 右 边 第 一 项 实际 上 就 是 


2мЕХ (=) t—z _ z dt 
Ce + lan ИС a an уо’ 
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其 中 积分 即 (2. 103) 式 下 面 定义 的 ГС). FÆ, 由 (2. 104) 式 ， 有 (这 时 A = 
0) 


1— 2 z dz .1 _ L z 
|, (cot а tan а уе = ami (5) sec a tan a ). 


因而 上 式 Oz) 中 的 第 一 项 成 为 


itan 之 X(z) tan = 
2pe |. a — _2ue i— a 
“十 1 cos Ż e+] cos 二 R (z) 
a a 
KA G2) 中 ,可 以 得 到 ， 
sin 之 
Ф(2) = Z i— a | 
sin l = sl /一 = 


为 了 计算 在 压 头 正 下 方 边界 上 的 压力 分 布 , 可 以 应 用 (2. 120) R, 但 直 
接 用 上 式 更 为 方便 . 
ЖЕ 设 一 1 过 :之 7, MA 
P(t) = Pt) — 6 (2) 


、 t t 
sin — cos — 
dpe a Ро а 


《十 1 [ [+t . lt - А 
sin —— sin 一 一 sin —— sin 一 一 
a a 


如 要 求 在 物理 上 可 能 , 即 PG) 22 0, НМ Po 满足 下 一 条 件 即 可 : 


4pane 


Ро > ат 


012.10 AMERA RÆK. 
设 压 头 有 半径 为 > 的 图 基底 ， 且 > 甚大 . 现 将 基底 曲线 近似 地 取 作 


L 
tan —. 
a 


2 
一 和 2 Ё — 
f(t) = 5 tan z”? l<t<l 


〈 此 曲线 在 上 = 0 处 的 曲率 半径 为 r), TE 
2 Ł 


a t 
РОЮ) == tan — sec? -一 ， 
r a a 


代 和 人 (2. 119), 并 注意 对 称 性 .可 得 
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Bx) = 一 一 此 一 一 | 
(e+ Lar / RG- 


Po 


2an 


1 
i 


МР (В tan - sec? = cot фр 
a a a 


1 k— l1 
VRCz) cos 2 ktl 
为 了 算出 右 端 中 的 积分 , 记 作 J(z)， 作 类 似 于 前 节 例 2.7 中 的 代 换 ， 可 
以 得 到 


J(z) = af uv L? — и? 1+ fy, 
-L и — { 
=a +f им? >u Ju; 
一 上 u — É 
然后 再 利用 那里 所 用 的 方法 , 最 后 可 算出 


J(z) = — < (i tan Z /R@) +1 tan2 Í tan? =). 
а 2 а а 


cos? 之 
RARA, 化 简 后 得 


tan2 2 _ 2tan2 之 
a 


Ф(2) = — pk |12i tan Ž + 
(«+ 1)rcos? = 


ГА 2 
tan? 一 一 tan’ 一 
a a 


当 一 ! << 1, 压 头 正 下 方 压 力 分 布 为 
P(t) = Ф+ (1) — 6 (1) 
2 ра (tan? + — 2tan® =) 


1 t 
(e+1)rcos? È /tan? 二 一 tan2 + 
a a a 


Po 


1 П tO 
ar cos — [ tan? 二 一 tan2 一 
a a a 


2Hpa2r sin? 2 
а 


+ 


Р, > т 
(«+ 1)гсоз? P 
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当 r 充 分 大 时 , 这 是 一 定 可 以 做 到 的 . 如 给 定 P, > 0, 把 上 式 改 为 等 式 , 可 以 
证 明 对 于 ,在 (0, 去 ax) 中 有 唯一 解 , 这 就 是 相应 于 每 一 周期 压 头 和 弹性 半 


平面 接触 的 线段 的 半 长 . 
在 以 上 三 例 中 , 令 a 一 十 ce 时 , 可 以 得 到 与 Мусхелишвили [1] 中 一 臻 


的 非 周期 情况 的 结果 . 
2.4.2 摩擦 存在 时 的 情况 


现 设 周 期 压 头 与 弹性 半 平 面 间 摩擦 系数 上 关 0. 即 设 在 压 头 正 下 方 , WY 
Я ТО) = zy O 和 正 压 力 PG) =— o, (t) 间 有 下 列 关系 : 
Tit) = kP), k>0,tE%. (2. 123) 
此 外 , 仍 设 已 知 v (2 = fO, РО ЄН, 其 中 i € ;又 在 XY 上 ,已 知 外 
压力 合力 为 P。， 因 而 外 应 力主 矢量 XX 二 说 = 二 To 一 iPo = (k-i) Pp. 在 Lo 一 
У Е, ТО) = P(t) = 0. 
H (2.42) 和 (2. 43) R, 容易 得 到 ， 当 1 € У PH, 
(1 — ik) ®t Ct) + (1 + ik) BEA) 
= (1—ik)@ (1) + (1+ ik) 6 (2), (2. 124) 
кф G) + Ot (1) —KOt(t)-—@G a) = иу (0); (2.125) 
且 当 t 不 在 Yo 及 其 周期 性 相应 部 分 上 时 ， 有 
Pta) = Ф- (0. 
H (2. 124) ж, 可 以 得 到 
(1 — ik) @(z) + (1 + ik) Ф(2) = 26, (2.126) 
НН 为 一 常数 . MRE Ln, ИНФ" = Ф (0) = ФО), МЫ, 有 
Фр = ФО) = ФО. 
这 样 ,可 以 知道 为 实数 . 
应 用 (2. 126) 式 化 简 (2. 125) R, WED), 这 样 , BAR Riemann 边 
值 问题 


(+ 1) —ik(e—1) 二 w+ 1) +1806 1), 
— F 
Ти pT) 十 Г (t) 
2(к-+ 126, 
1 + i£ 


kd 


= 4р (t + 


或 即 


十 7 2(< + 1) 
PHD = KOTONO + ЕО УВ, (2.127) 
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其 中 
(+1) +ikte- 1) 
(К+ 10) —ikGe— 1)’ (2.128) 
bey 4uid + ik) ; 
fo) = (LD C uu Df (2). (2. 129) 
aS f 
tan na = k = (HR a 为 最 小 正 数 )， (2.130) 
则 由 于 . 
кие = О, (2.131) 
cos ха 
FÆ, (2.128) 和 (2. 129) 式 可 分 别 改 写 为 
К =— ei, (2.128) 
/ _ 4gui(l-+ k) е”соз ка ç , 
foo = рр f GD), (2. 129) 
而 边 值 问题 (2. 127) 式 可 改写 为 
Ot (1) =— ep (t) + fod) + 2B,e"“icos па. (2. 127)’ 
注意 , ЧЯЕ>О, к> 1, М 
о<а< + (2. 132) 
现在 
logK _ 1 
т“ 


且 这 里 要 求 (2.127) 在 ho 类 中 的 解 . 所 以 ,类似 于 第 一 章 2. 2 节 中 特例 的 讨 
论 , 易 见 问题 在 ho 类 的 指标 为 1， 且 其 典 则 函数 为 


X(z) = (tan Ž pun) ” (tan Ž — tan ye (2. 133) 


ЕУ z 平面 中 全 纯 , 且 其 右 端 函数 不 妨 取 这 样 的 一 支 ， 使 


lim tan X(z) = 1. (2. 134) 
1 a 
=—ъак 
和 前 一 段 讨论 相似 , 可 以 得 到 问题 (2. 127)” 在 ho。 类 中 的 一 般 解 答 为 
_ 2u(1 +ik)e™ cos na X (=) f@ 上 一 之 
Ф(2) = needy Jx XT cot 一 一 dt 


+ ХС +0 (аа = +B )+&, (2. 135) 
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ЖФ 2,8 为 两 任意 常数 . 
下 面 证 明 , & ,Bi 必须 取 为 实数 , 方 能 适合 条 件 (2. 126) 式 . 
首先 , 我 们 注意 到 ; 因为 X(z) ща EL 一 为 时 取 实 值 , 因此 , X(z) = 


XC), WXC) = X(z); X tE % 时， 
X O =X-W = Xa) = ЕХ+ еі), 


因此 ， 
Ф(=) _ ?ре“ісоѕ raeX(z)f Fæ ot = 4 
ТЕ ante+l) Jn XT(D ° 
z . B, 
+ Хе) (Atan 2 +A jit peg 
而 
Ф(=) lz) \ _ _ 2ме"соз па X (z) f@ 上 一 z 
Щи (2) aG] Jn ХЕ t а Y 


— X(z) (Вап 2+2). 


为 使 (2.126) ARZ., № 
D(z) | Bz) _ 28 
ТЕ 1 一 迹 14k?’ 
必须 要 求 B ,8 ARR. 
和 上 上段 一 样 , 下 面 将 利用 位 移 周期 性 和 z= 一 coi 处 应 力 平衡 条 件 来 决定 
В, ,Bi ‚№. 
为 此 , 请 注意 图 2.8 (并 和 图 2.5 对 
照 ), 其 中 已 令 


1 
£—tan 2, L=tan—, 
a a 


1 
9 = arctan — 


L 


一 工 _ = 
2 a’ 0 <6< =. 


X(+ œi) = X, (1) = cos = e (2)? (248) i 


. l : заві . 214; 
=— i cos er"ie 2901 一 一 icos 一 ee ， (2.136) 
a a 
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同 理 ， 
1 21а 
X(— coi) = і cos = ° * И (2.137) 
FTE, WS 4+ 仍 同 前 段 意义 ， 则 有 
i +210; 


А Х(=) ах = anX(+ œi) = Хат cos — — e 
Z dz =+ а Х + coi) 


| X(z) tan = dz =| Х(2) соз“ 
л а Ay 


2la, 
=ancos— eta! 
a 


4 z 在 下 半 平 面 S- 时 , 由 (2.135) 式 知 
plz + az) — glz) = I, Bz) dz 


| L (eB) 
2u(C1 + ik) cos ma cos 7e ғ О 


= k+l n ХР 
+an(1+ ik) cos 一 L üg — Be a “i + arp, , 
ФСЕ ат) — ФС) = | ФС) dz 
21 
2u(1 +ik) cos па cos + (+ -| Oo on 
% xt 


= K+ 1 
2la, 
+an(1 +ik) cos 2 GB, +B )e ` + акр. 


于 是 位 移 周 期 性 条 件 成 为 
21а. 21а. 21а. zla, 1 
(ез ‘tee ')R+(ee'—Ke@ ') В + ОВ _ 
(1 + iË) cos = 
— _ 2рсоз па ха +0 аі (5-2 Jai f @) 1 
[° (=) + ке( IB т t. (2. 138) 


(K+ lan 
其 次 ,考虑 在 z = 一 coi 处 应 力 平衡 条 件 . 因为 由 (2. 136) 55 (2.137) R, 


易 见 


2u(1+ik) cos ла cos L (2) 
н а | FO j 


ФС oD = ЕП nX OË 


2la. 
чаи) cos + GB, -Ati te, 
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йү. 
2301 + iË) cos па cos £ els ai 


ФС+ coi) = ante LI) 


f@ 
| „хт“ 


+ (+i) cos 2 GB дез +h. 
注意 到 此 时 (2. 112) RREZ, 因而 有 


将 上 式 代 入 , 便 有 
l 
2H cos па cos 一 , 
Po) (mt Bai f 0) 
ax ак(к+1) [° ° 1), хт)“ 


L r. (26 218 tie; 2, 
+ cos — [if (e a4'—ea')—B (e a еа >|, 


亦 即 
2] 21 2u cos па sin 21а e™i TE 
Asin 222 — В cos 22 = — l fG dt 
a a аті(к+ 1) n ХФ 
Po 
一 bum cos L (2. 139) 
a 
置 


1 1 

lja la 

Q(z) = (tan = + tan z) (tan 2 — tan =) , (2. 140) 
а а а а 


BE uE Ч z H ЈРВ БЕЗЕТ ИН, О (0) = Q(z) 取 正 值 的 那 一 支 ， 
于 是 ,由 于 


arg Xt (t) = (+a) ¿€ X 
所 以 
_ іе" "і + _ iet" 
ХС) 一 Q(z)’ x (1) QQ)’ t Є %, 


Н Q(z) KWE. AE, Do) 的 表达 式 (2. 135) 可 改写 为 


2001 +ik)e™wcos maf y t—z 
ane + 1200) Jf PWD cor а 4 


а z , 
+5 (Qin 2 +A )+ B. (2, 135) 


ІХ, B ,Bi B, H (2. 138), (2. 139) 两 式 或 即 下 列 二 方程 决定 ， 


Ф(2) = 
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dle Ша, ЕЕ 
i(e<' + ке а ) № + (е — кеа а 1, 
(1 + ik) cos — 


21а, 21а, 
_ See Heera) |, OROLI (2. 138)’ 
Asin 222 — g cos 222 
a a 
2 . 2la 
cos Ta sin af Dd Po (2. 139)’ 
一 一 一 -一 一 一 | f(t) Q(t) de 一 -一 一 一， . 
(«+ Dan % 2ап cos 2 
现 将 (2. 138)’ 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 可 以 得 到 下 列 二 方程 : 
2la . 2la _ Е Be 
В, cos P + Ё, sin a a т 
а 
2H cos Ta cos 24а 
一 —— |, f'G)QG)dt, (2.141) 
Bsin 224 pcos ЕН в 7 
а “一 (k? +1) cos — 
2u cos па sin 218 
-— (1) Q(t) di. (2. 142) 
将 (2. 142) 和 (2. 139)" 两 式 相 比较 ， 便 可 得 到 
2 
a = fot TDP (2.143) 


K+ 1 2ar 


把 它 代 入 (2. 141) R, 然后 和 (2. 139)’ 式 联 立 ， 即 可 算出 及 ,有 分 别 为 
2u cos zf года 209" Ота. (2. 144) 
加 


я 
(e+ Dax 2am cos ха cos X 


В = Pocos (1 — Ara (2.145) 
2an cos ха cos + 

a 
这 里 已 将 Yo 对 一 个 周期 Lo 的 长 度 之 比 仍 记 为 А: 


A= (0 一 1 一 1 (2.146) 
an 


我 们 将 (2. 143), (2. 144) 与 (2. 145) 代 人 (2. 135)’ A, 可 以 求 得 Ф(=) 的 最 后 
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RER. 
这 样 ， 我 们 能 计算 压 头 正 下 方 的 压力 分 布 , 因为 此 时 可 有 
P(t) HiT) = O ik) P(t) = D% (a) — $” Cto), 


利用 推广 的 Plemelj 公式 , 并 注意 到 


Q G) =— Әбей", Є У, f (2.147) 
可 以 得 到 
2usin 2ra dp cos’ na a, t— to 
PCy) = ESR DEE Pcr o t Or]. 2900) cot dt 
2 
十 IO (Btan 20 +в), to € Yos (2. 148) 


E 8, ,6, 仍 分 别 由 (2. 144), (2. 145) RAM. 
当 上 二 0( 随 之 a 二 0) 时 , 便 可 得 到 上 一 段 中 曾 讨论 过 的 无 摩擦 存在 情况 
的 结果 . 另 一 方面 , ао, (8 49 9] Мусхелишвили [1] 中 所 论 非 周 


期 情况 的 结果 . 
例 2.11 周期 压 头 有 直 水 平 基底 ， 
这 时 f Cr) = 0, 


FÆ, 由 (2.135) 和 (2. 143) ~ (2.145) 诸 式 , 可 以 推出 : 
Po (1 + ike cos( = — 2-5") 
+= al—z 


sin?“ 
a 


k 一 1 (8 +1)P, 
K+] ак ' (2. 149) 


其 中 sin Pel EZ ий rel= < 已 取 定 这 样 一 支 : 当 z 在 上 半 平 面 S+ AF” 


Ф(=) = T 
2an cos ка sin2 t° 


上 的 点 时 ， 它 取 正 值 ; mA ELC. 146) 式 给 出 . 
又 由 (2. 148) R, 可 以 得 到 在 压 头 正 下 方 的 边界 上 的 压力 分 布 为 


Pocos[ = — (1 — Axa) 


Ра) = tE». (2.150) 


am sin? +1 sin? 1—1 
а а 

# k = 0 (因而 a = 0) 时 , 便 得 到 例 2.8 所 论 无 摩擦 存在 情况 的 结果 . 

012.12 周期 压 头 有 直 倾 斜 基 底 . 

仍 设 倾角 为 e (图 2.7). 这 时 ХФ = =. КА (2.135), 并 注意 到 


(2.143) ~ (2, 145) 诸 式 ， 可 以 得 到 
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2ue (1 + ik)e*"icos па 
ап(к- 1) Q(>) 


+ Ф, (=), (2.151) 
Ж Ф, (2) ВЯ 2.11 中 的 Oz). 
现在 来 计算 包含 在 上 式 中 的 积分 


IG) = |А Осо (cot 


— x 2 
plz) = „90 (cot * — tan 三 )d: 


1— 2 z 
— tan =) de 
a 


仍 和 以 前 一 样 , 令 $ u= tan 2, £ = tan Ž, L = tan n+, 于 于 是 , 易于 推出 


1(z) = аѕес? = Jep, 


其 中 


1 1 
а" 
(1+4) (и —– 0) 


о =f 


о) w, 
(1 二 +w) (wo— 9) 
其 中 A 仍 为 也 平面 上 围 住 线 段 [一 L,L]j MAK, ARE CH, HME 

向 积分 , 注意 到 (2. 147) А, 可 以 推出 
ACE) = 1 +e*™) ICO), 


9 


a) = 


因而 只 需要 计算 оо. 
注意 到 在 w 二 co ob, КИ ОО 的 表达 式 右 端 被 积 式 有 二 重 零 点 ; 而 在 
У = i 处 (参看 图 2.8), 


На, DE =| L+i 2 | L—i ie (++) о (te) 
一 зес L esi 一 sec = e (2-2 
а 
= sec Å el Pari, 
a 
在 и) 一 一 1 处 ， 
1 1 үа yl yo 
уе + T° 一 sec 2 e (at fig 9-а) 2x+@)i 
a 
— sec 上 emigi —— sec 2 еС+0аяі 
а а 


于 是 , 由 熟知 的 公式 ,可 以 推出 ， 
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1 1 
ЕЕ +09271 027° 
591090 ~ 1+¢ 


_ el Dani elt ам 


kd 


2100—10) соз 2 С i) cos — 
а а 
因此 , 我 们 得 到 


1 1 
000 = 2101. + 02" (CL — 02“ 2ле" (бсозАак 十 sindan) 


1+7 CL 2) cos — 
因为 
1 ae e 
Iz) = — QC 2, 
cos? = 1+е 2cos* =. cosan 


所 以 ， 最 后 推出 ， 


Kez) = (а) _ 


А < 
ак sin (= + dan) 
а р 
ami 


na i z` 
cos € cos па cos — cos — 
a a 


将 它 代 人 (2. 151), 得 到 


i алі: x 
D(z) = U + i) _ 2pe (1 + ik)e sin (2 дах) 


x 十 1 


e+ site LEŽ gine LZ ta» 
(2.152) 
其 中 Ф, (2) 由 (2.149) 式 右 端 给 出 . 
现在 来 计算 压 头 正 下 方 的 压力 分 布 . 
这 里 不 应 用 (2. 149), 而 可 以 更 快 地 直接 计算 由 于 


t-o (0) 
P(t) = Ти о 
并 仍 注意 到 (2. 147) Ж, 可 以 立刻 推出 PO 的 表达 式 : 


9 


4мЕ cos па sin (过 4+ Аа z) 


P(t) 一 一 + P, (t), 


П I — 
(к +1) sin? ltt sin?" (一 : 
a a 


其 中 P, (р H (2. 150) 式 的 右 端 给 出 . 
这 样 ， 最 后 得 到 
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Росоз (= — (1 — an) 


lt .del—t 
[Ltt nie 一 
a a 


PW) = Т 
an sin2 1° 
4ue cosan sin (=. 十 дат) 
— — F  , ЕЕ У. (2. 153) 
: Та l + la l —t 
(«+ 1) sin? 


Ë sin? 
a a 
BR, Ye 充分 小 , 例如 当 
P (<+ 1) cos( (#+5 Ак — an) 


Анат созап sin (+ дк 


时 ,可 以 保证 P(t) > 0, 即 物 理 上 可 能 . 

如 在 (2. 152) (2. 153) RPG 6 = 0, 则 可 得 到 例 2. 9 中 无 摩擦 存在 情况 
的 结果 ; 又 如 令 a 一 оо, WE Н. И. Мусхелишвили [1] 中 关于 非 周期 情况 
的 结果 ， 

ЖІ ЯН. И. Мусхелишвили 以 及 本 节 类 似 的 方法 ， 可 求解 更 一 般 
的 各 向 同性 周期 弹性 接触 的 平面 问题 (例如 ,接触 线 不 必 为 直线 段 ), 这 里 就 
不 详 加 讨论 了 . 

注 2 以 上 所 论 , 都 假定 一 个 周期 内 只 有 一 个 压 头 ,但 显然 都 可 推广 到 
有 儿 个 压 头 的 情形 ,原则 上 不 会 有 困难 . 
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各 向 异性 平面 弹性 理论 的 周期 间 题 


本 章 将 讨论 各 向 异性 平面 弹性 理论 的 周期 问题 . 

首先 ,在 应 力 、 位 移 是 周期 的 , 且 应 力 在 无 穷 远 处 有 界 ( 但 位 移 却 不 一 
定 ) 的 条 件 下 ,讨论 各 向 异性 平面 弹性 理论 周期 间 题 中 的 应 力 函 数 的 周期 性 . 
然后 ,直接 应 用 Hilbert 核 积分 公式 , 讨论 各 向 异性 弹性 半 平 面 的 周期 基本 问 
a. 最 后 , 讨论 各 向 异性 平面 弹性 理论 的 周期 接触 问题 ,其 中 引入 两 个 由 
Hilbert 核 积 分 表示 的 函数 , 将 其 化 为 关于 半 平 面 的 周期 Riemann-Hilbert 边 
值 问 题 . 


3.1 各 向 异性 平面 弹性 周期 问题 中 的 应 力 函 数 


3.1.1 基本 假定 


在 本 章 中 讨论 的 各 向 异性 平面 弹性 周期 问题 ， 都 是 在 下 列 假定 下 进行 讨 
1689. 

假设 应 力 、 位 移 都 是 以 ax 为 周期 的 , 而 应 力 还 是 有 界 的 (位 移 却 不 一 
Ж). 并 且 假 设 所 论 及 的 边界 条 件 都 是 以 ак 为 周期 的 . 

这 样 , 我 们 只 需要 对 弹性 体 的 一 个 周期 部 分 进行 讨论 . 

对 于 本 章 所 涉及 的 周期 间 题 , 大 多 是 设 弹 性 体 占有 x = z+ iy 平面 的 下 
半 平 面 S-. ЩЕ, = = 一 coi 处 存在 应 力 o, (— coi) ,0, (— 001) ,7,, (— coi). 而 
在 z =— coi 处 的 应 力 ， 应 理解 为 当 z 一 一 cei (Вр z 为 任意 的 , y — — so) 时 
的 极限 , 根据 基本 假定 , 这 些 极限 是 有 限 的 . 假设 在 边界 的 一 个 周期 的 线段 
上 ,已 知 外 应 力主 矢量 为 XX 十 说 , REYER, WA 


0,9) = 1, т C sob = Z. (3.1) 
ак an 
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3.1.2 各 向 异性 弹性 平面 周期 问题 中 应 力 函 数 的 周期 性 


对 于 各 向 异性 弹性 体 , 应 力 分 量 cz ,cy 及 r:y， 位 移 分量 x 及 v (不 计 刚 性 
ME) пр ФС), p) RA PRM A BR Фа) = Ф (zi), Wey) =Y (=, ) 
表示 为 


o, = pÅ Bl) + м ФС) + 02 (zs ) +m? VED)» (3.2) 
o, = Plz) БФС) + Wz) + VO), (3.3) 
Tay =— (a Oz) + ФО) + uz (z) + ш W(z;)), (3.4) 
и = руф(2)) + By ФС) + р: (ze) + By 0), (3.5) 
v= Pler) +q: PQ) + 940.) + а: Per), (3.6) 


其 中 Oz) Ма 的 全 纯 函 数 , Ш (zs) Я z; 的 全 纯 函 数 , Н 
2р = TAY, = = + фу, 
以 及 
四 一 Bi 二 Do 一 Bem， 
Pe = Bure + В: — Prete» 


a = Bizti + Bor — Ba (A) 
! Hl , 
q; = Brot + В — poe te 
2 у 


Вых" — 2865 (28, + 86 252— 2865 + Вг = 0, | 


其 中 
Bl Bie Bis 


В, Bop Pog 
Bis Bog В 


为 各 向 异性 体 的 弹性 系数 ( 见 Савин [1]). 
不 妨 设 Imm >0 G = 1,2). 因此 当 z 在 下 (或 上 ) 半 平面 时 , zi ,zz 也 是 


如 此 . 


引 理 3. 1 在 基本 假定 下 ， 则 应 力 Жж Dlr) Wz) 是 以 am 为 周期 的 函数 ， 


证 事实 上 , 将 (3.5) 与 (3.6) 式 均 对 工 求 导 数 ， 得 到 
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SY — PB) + DGD + pV) +h Ve), BT 
s = Фе) р ФС) + qa (zz) + qz VE). (3.8) 
根据 位 移 周期 性 假定 (即使 位 移 为 准 周期 的 ), 可 以 推出 529 E Plan 为 周 


期 的 . 
将 (3.2),(3.3),(3.7) 与 (3.8) 四 式 联 立 , 由 于 行列 式 


A а? м д? 


1 1 1 1 


— _ |= 0, 
Pi Р Р Р 
91 Ф 92 92 
因此 ， 可 以 将 更 (zi ) 与 Уба) 唯一 解 出 ， Ни, о, Бо, 表示 . 这 样 ， 由 后 


者 的 周期 性 可 以 推出 前 者 的 周期 性 , 

需要 指出 , 一 般 , p) A (а) 为 多 值 的 . 但 若 弹 性 体 为 周期 单 连通 域 
《例如 半 平 面 、 无 限 水 平 长 条 ), 或 者 它 虽 然 有 周期 性 洞 或 裂纹 ， 而 在 其 一 个 
周期 的 边界 上 外 应 力 的 合 主 矢 量 为 0, 则 它们 是 单 值 、 全 纯 的 . 


3.2 各 向 异性 弹性 半 平 面 的 周期 基本 问题 


这 里 , 考虑 各 向 异性 弹性 半 平 面 的 第 一 与 第 二 周期 基本 问题 , 它们 均 可 
直接 应 用 Hilbert 核 积 分 公式 求解 . 


3.2.1 第 一 基本 问题 


设 各 向 异性 弹性 体 占有 * 平面 的 下 半 平 面 S . 在 z 轴 上 ，, 记 > 一 上 人为 
实数 ). 设 已 知 在 z 轴 上 的 外 应 力 分 布 为 
s, =— РО), ty = ТО). (3.9) 
АПВ Е H6lder 条 件 , НИ ar 为 周期 . 这 里 把 cy 写成 一 P, BPH 
压力 分 布 . 在 基本 假设 成 立 的 条 件 下 , 求 整个 弹性 体 应 力 (及 位 移 ) 分 布 ， 称 
为 周期 第 一 基本 问题 . 


定理 3.1 ЖЕЖЖИТ, 半 平 面 的 周期 第 一 基本 问题 的 解 存在 且 唯 一 . 
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我 们 将 在 证 明 中 同时 给 出 求解 方法 . 

证 首先 , 应 用 (3. 3),(3.4) R, 作 应 力 分 量 0, ,ty 的 线性 组 合 mm + Ty 
5m + ту, 然后, 使 z1 ,zz АРТ ЖЕН Ae. 计 及 条 件 (3.9), 可 以 得 到 
— Рб) + Та) = Gy — m OM) + Ge — Br) ФО) 

十 (pz 一 页 ) а), 
— ш РО) + ТФ = Ga gr) ФО) + Gy — р) (t) 
+ Gy — 65) WO). 


Ht ED Se НИЙ НЫ cot = 与 l Cot dt, Н 
anı a a 


2аті 


Loi — % <: < RS, 应 用 关于 半 平 面 的 Hilbert 核 积 分 公式 (1. 60), 


2 
(1.61), 有 
Dz) = 一 1 | (ty P(t) Та) cot у, (3.10) 
! (Za 一 pa )2ariJ L, 1" у 
— — 之 2 
Wen) = Gia — al. Ga PG) — Та) cot ар y>, (8.11) 
其 中 
1 | _ — 
Y= z bee — щ)Ф(— coi) — (м, — пр) ФС œi) 
— (py aa Wo), (3, 12) 
n = ay а) РС 90) — и 一 页) BSS 
一 (a — Z) 更 (一 coi)]. | (3. 13) 
为 了 确定 yy y, НА, 由 (3.12),(3. 13) 式 ， 易 于 推出 ， 
Rety +7} = 0, (3.14) 
Re(a, У, БУ) = 0. Ф (3.15) 


其 次 , 下面 还 要 利用 位 移 周期 性 条 件 ， 来 得 到 关于 Xi ,Ys 的 另外 两 个 方 


程 . 注意 ， 现 在 glz) 和 ФС.) 为 单 值 的 ， 
为 此 , 将 (3. 10) ,(3. 11) 两 式 积分 ， 如 不 计 及 刚性 平移 ,有 


l dt+7 =, 


plz) = — ml. (a, P 一 T) log sin 上 


Ф (3.14), 3.15 两 式 也 易于 由 z 二 一 coi 处 的 平衡 条 件 推出 . 
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PC zz) = Ge el, (m4, P — T) log sin < 2 dt 十 Yozzo. 
34 z € 5-75 8р 2,22 Є 57 时 ， 有 
Plz ах) = = уяа], (аР 一 Т) (10g sin — + in) de 
+7 (21 + ап), 
— 1 
Ple: Бат) = Са уй н, (4, P — Т) (1ов sin ° 2 + in) de 


+ У (z; + ах), 


因此 
ez, + am) — glz) = |. (2 P— Т) + пак, 
(x + ат) — plez) = nl., (4, P 一 TD dt + y; am, 
由 此 ,利用 (3.5),(3, 6) 式 ， SE Ov le 上 的 改变 量 分 别 为 
[u], = ке 20Р Ра: — P| та, 
° Hi — 2 Lo Hy T He Jl 
+2an( pin + 227, , 
[s], =R [we nh Pd 3 42| Tar 
Б: аа jh Arh 
+ 2ап(д У, +a%)}. 
因此 , ee EAL], = 0, [v], = 0, 得 到 下 列 两 式 ， 
B,P* — В, Т* + 2Ве{р У, рУ) = 0, (3.16) 
B,P* —B,T* + 2Re(q, 7, +427} = 0, (3.17) 
其 中 
P* = 1 „Ра, T° =- 去 | таг, 
an ап) Lo 
1 = Re{ ite — Pari an). Ве{ 811 ps — Bio}, 
№ 一 
» = Re{ 2 — Ë =} 一 Кед, (м + 42) — 86 }› 
My — (x) 


‚веса ван 


,一 Re 全 一 2 Re {Bi — fz a . 
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由 方程 (3.14) 一 (3.17), 可 以 确定 7,7, ЖЖ, HBA 7) WK 
Dzi) (2, )， 于 是 ， 弹 性 体内 的 应 力 分 布 即 可 确定 ， 
现 以 实际 工程 中 常见 的 情况 加 以 说 明 . 
考虑 当 弹 性 体 为 正 交 各 向 异性 体 , 且 正 交 各 向 异性 轴 与 坐标 轴 平 行 时 的 
情况 . WERT, Нур = im，Am = iv, (o ,v2 为 不 同 正 实数 ), As = B, = 0. 这 
Ж, H(A) 式 与 (x ) ж, 有 
bi =— 481 +В, = С, р. =— pn + B; = С, 


а (pm 一 就 ii Hi, q = (Bem 22) = НИ, 


B, =— Вил +В,), В, = В; = 0, В, = В, +, 


其 中 Gi ,Gz ,Hi ,Hz 均 为 实数 . 
对 于 这 种 情况 ,应 力 函 数 为 
1 


Civ, P — Т) cot 


Pla) = Ç бат), +0, 
z2 
Plz) = ука), Civ, P- T) cot < dt + У. 


此 时 ， 确定 yı ‚72 的 方程 (3. 14) 一 (3. 17) 成 为 
Wty = 0, му, +7: = 0, 


è 
* * 1 * 
С! + G; У: =— >B. P , 
Нуу + H;7; =—+B.T' Ы 


其 中 YY OY 分 别 表示 NG = 1,2) 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 . 
解 出 yt У ,六 ， 最 后 ， 可 以 求 得 应 力 函 数 为 


1 。 t — 21 
= ——[ —T d 
Blz) Zano, 一 |. (iv, Р ) cot t 
B P* . B, T° Uo 
——, 3.18) 
2(G, — С) ! 2(H, v K ( 
— = 
Plz) = =G l. Civ; P — T) cot < dt 
tot i T (3. 19) 


2G, —G,) |! 2H, Но, 
这 里 P”, 工 ”的 力学 意义 分 别 为 z = 一 coi 处 的 外 压 应 力 和 剪 切 应 力 . 事实 
上 ， 将 (3.18),(3. 19) 代入 (3.3) 与 (3.4), 并 令 z 一 一 oci, 可 以 得 到 
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ao (一 coi) =— P*, (3. 20) 
r (= œi) = Т*. ` (3.21) 

这 就 是 我 们 在 前 面 叙述 过 的 平衡 条 件 . 类 似 地 考虑 cz (C o, A 
в, (一 coi) = Вер". (3. 22) 


注意 到 > 0, В. < 0, 由 (3. 22) Я, ЧР" > 0 时 , 有 
s, (— œi) < 0. 
因此 , 可 以 推 得 下 列 结论 : 在 正 交 各 向 异性 ( 正 交 蜡 性 轴 与 坐标 轴 平 行 ) 弹性 
半 平面 的 第 一 基本 问题 中 , 如 在 边界 的 一 个 周期 线段 上 正 应 力 的 合力 为 压 
力 ， 
[ P(t)dt = anP* > 0, 

则 在 = =— coi 处 的 о, 也 为 压 应 力 , 并 由 (3. 22) 确定 . 

例 3.1， 设 在 正 交 各 向 异性 ( 正 交 蜡 性 轴 与 坐标 轴 平 行 ) 弹性 半 平 面 的 边 
RE, 部 分 受 有 周期 均匀 压 应 力 ; 在 边界 的 一 个 周期 线段 一 却 cr < t< San 


上 ， 


P, | t |< l; 
P(t) = (3, 23) 
(0 | 1410167, 


ТО) = 0, l: |< (3. 24) 


其 中 PARR. RY 为 线段 — T< t < I, 且 取 自 左 至 右 为 正 向 ， 
此 时 , 由 前 面 结果 可 得 应 力 函数 为 


— iv, Р 
Be) = Fr =| 


. Í — z : . í — z 
sin —— | + arg sin :| 
a a 7 


Вир 
an(G, —G;)’ 


t— 2» 


—j t— 
Wz.) = ze [ln sin |+ arg sin =] 
) а Jy, 


 2xCu, — v 


a 


By IP 
an(G, —G,)’ 


SHE], 表示 括号 内 函数 当 上 沿 yo B — 1 变 为 1 时 的 改变 量 . 应 力 分 布 
为 
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_ vvwP [ . =a] 

= xÇ, — v) — Q | arg sin a 

—] q 2Ви ся — u) P 
У ат(Су — G;) , 


Oz 


— vy [are sin 


P v [ar sin 1] 
nv, — v2) ? E a Yo 


. Í — 
+ Vy [are sin =] |, 
a ү 
1—2. 1+2 
sin — 
a a 


y 


( (3.26) 


sin 


v v P 
n(u, — v) ilz . l>z |" 
1 2 sin — L sin 2 

a 


Tiy 


如 在 (3. 26) 式 中 令 4a 一 十 co, 可 以 得 到 正 交 各 向 异性 半 平 面 边界 上 一 段 
KEL- 1] 上 受 有 均匀 压力 P 的 应 力 分 布 为 


P 
в, = ony Larg(t— 21) Jy, — 22 [arg — 2222, }, 
Р 
2 = кая op) O CABG a Jn о Larg 000,0, 


= v v P n (1—2) C+ z;) | 
> пл) | CL zi U z) 
其 次 , 考虑 边界 上 有 一 组 周期 集中 压力 Po 时 的 情况 . 
这 可 在 (3. 25) 式 和 (3. 26) RPF, 令 1 一 0, P 一 оо, 但 使 221P = Py, 得 
到 应 力 函数 为 | 


Фе) = nate cot 2 а С,’ (3.91) 
Wz.) = ae, 2р о, 
以 及 应 力 分 布 为 
в, 一 一 二 (wm cot 2 — v Im cot =) 
в, = es (vel cot 21 — v Im cot =), 
Try =- apes (Re cot 2 Re сої 2). 
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若 在 式 (3. 28) rh, 令 a —+ so, 便 可 得 到 该 半 平 面 介质 在 原点 受 有 集中 
压力 Po 时 的 应 力 分 布 


до ор ry O 
* x (а? Бау?) (а? + у)’ 
_ UI v CV} + U9) Po y? 
И т ба? Бай уг) (а? Бай у?) 
r W р ау _ 
> ™ чу + 22). 


这 与 Лехницкий [1] 中 的 结果 是 相符 的 . 

例 3.2 设 弹性 半 平 面 如 前 ,在 其 边界 上 ， 部 分 地 受 有 周期 均匀 剪 切 载 
荷 ， 即 在 边界 的 一 个 周期 线段 上 ， 
T, (¿|s 


PG) = 0, |í |< 4, Ta = 
C |01699 ТО to, 1016, 


其 中 工 为 常数 . 
ШЕ, 应力 函 数 为 
—T . ft— zl А . t—2 
Ф(21) = Bu, = ude al? sin +i arg sin n ; 
(3. 29) 
— T . É — z3 ñ . bm 29 А 
(=) = zg yl sin 一 一 тата sin i 
应 力 分 布 为 
sin 2! sin 28 
с = T _ dln а vein 2 
z To 一 四 )| | I+ z 2 . b+ x 
s sin 
a a 
sin gin а (3. 30) 
T a a 
в, = n 


tay = avy — 0) 
在 (3. 30) Ан, 令 a 一 十 oo, 又 可 以 得 到 在 正 交 各 向 异性 半 平 面 S 边界 
上 的 线段 Y = [一 1 让 上 受 均匀 前 切 力 工时 的 应 力 分 布 : 


. — 21 - I 一 z 
varg sin — Q arg sin А 
а To 


I — z 


I+ = 


1 一 
в, = ae ey (stn | 


1 2 
TCV, — 09 ГА 21 


— м 
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тов |e edt) 
У nCv, — v2) 00—21) 00+ z) , 
Tiy = ae z) — warg — z) Jn: 


其 次 , 考虑 在 正 交 各 向 异性 半 平 面 S 的 边界 上 作用 着 周期 集中 剪 切 力 
То 的 情况 . 在 (3. 29) 中 令 1—0, T оо 但 保持 ИТ = Ty. 
IERT, УЛ 


T 
Plza) = ;— ° — cot 21, 
2(v, —ш)к 
T (3.31) 
—— *? со 
Way) = 2(m — v )r ot 
而 应 力 分 布 为 
То 2 zı 2 22 
а, = 元 可 ве vi cot 7 + wz cot 7 }, 
T 
в, = о Вес = cot], (3, 32) 
пб — v) а а 
_ То 21 a 
Try = [о = — cor = . 


ДЕ (3. 32) AP, # а 一 十 co， 便 有 在 半 平 面 边 界 的 原点 处 ， 作 用 有 集 
中 剪 切 力 情况 的 应 力 分 布 ， 


o —=— Cv, + o ) To 2? 
7 x (а? Руа У)" 
в = Cv, + о) To ay? 
> т (а? Ьу) (а? ту)’ 


с _ (тл + u) To х? у 
zy ~~ т (а? +0 у?) (а? ур) 


3.3.2 第 二 基本 问题 


设 在 各 向 异性 弹性 半 平 面 5 Мм НЕ, 已 知 位 移 分 布 : 
u + iu = g (t + ig; (t). (3. 33) 
RE, gO 十 igz (00) 以 ar 为 周期 ， 并 且 连 续 ( 且 允许 含 一 任意 常数 项 ， 它 相 
应 于 整个 弹性 体 的 刚性 平移 ). 而 g (2) 十 ig (2) 分 段 地 满足 Holder 条 件 . 又 


设 在 边界 的 一 个 周期 线段 Lo = | 一 > ] 上 ,外 应 力主 矢量 已 知 为 X 十 说 . 
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在 基本 假定 成 立 条 件 下 , 求 弹 性 体 的 平衡 , 这 就 是 周期 第 二 基本 问题 . 
定理 3.2 在 上 述 条 件 下 , 周期 第 二 基本 问题 的 解 存在 且 唯 一 . 


证 应 用 (3.7) 503.8) R, 作 w,v 的 如 下 线性 组 合 ， 
деи — pov’ = (142 — qi pe) Dz) + (Pigg — р) BC) 
+ (gs P: — bs 9) УС), 
qu — pv = Pig — h bi) ФС) + Crag —q bi) ЖС.) 
+ Pza maar ўс 


将 上 两 式 分 别 乘 以 za cot = 22 dt, 计 及 条 件 (3. 33)， 然 


后 沿 Ly 积分， 应 用 关于 半 平 面 的 Hilbert BUD Аа, 60),(1.61>, 可 以 得 
到 应 力 函 数 为 


2 
1 ағ ?7 cot 
Ват! 


— 1 zı 
Plz) = пра, Pid oil. (9:8, — ров) cot — dt + У, , (3. 34) 
Wz.) = 一 1 _. sal (Ф g1— pigs) cot 1—22 dt+ Уз, (3. 35) 
qı Рг — 2192 2ажіт., 
其 中 
n == 4 —— [pig 一 和 加)@( 一 coi 
2 фо — Pig 
一 Prg — qi фз) P(— coi) 一 (9 Р 一 Рә qz) V(— Soi) |, 
1 1 . 
y, = > 一 一 一生 一 )(— œi) 
2 2 а aa Р — 922124 1 
一 (页 9 — 0 bi) ФС SSD — (руф — qz bi) ЖС id]. 
BR, A 
Ке{ р; Ү + b; у, } =0, (3. 36) 
Ке{4 7, +97) = 0. Ф (3. 37) 


为 了 完全 确定 X,Y;， 下 面 还 须 考虑 在 zx = 一 coi 处 的 弹性 平衡 条 件 . 由 
8102,2. (00) 的 周期 性 ， 有 
Ф(— æi) = У, ЧС œi) = 7. 
应 用 应 力 表 示 式 (3.3),(3.4), E z =~ coi 的 应 力 为 
0,(— coi) = 2Re(@C— coi) + УС ооі)), 


Ф (3.36),(3.37) 也 可 由 位 移 周期 性 条 件 推 出 . 
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t, (— so) —— 2Ве(и @(— coi) + u W(— oi) }. 
计 及 (3. 1) 式 ， 于 是 ,得 到 关于 为 ,72 的 另外 两 个 方程 ; 


Ке{7, +72} = 55 , (3. 38) 


X 
2an’ 

ХВ, У.У, 可 由 方程 (3. 36) ~ (3. 39) 联 立 求 得 , 因此 应 力 函 数 已 完全 
确定 . 将 (3. 34) 与 (3. 35) 式 代 入 (3.2) ~ (3.4)， 即 可 得 到 本 问题 中 弹性 体 
的 应 力 分 布 . 

下 面 以 实际 工程 常见 情况 加 以 说 明 . 

当 弹 性 半 平 面 S- 为 正 交 各 向 异性 体 ( 各 向 异性 轴 与 两 坐标 轴 平 行 ) BF, 
应 力 函 数 为 


Re(/a Yı + 2. } 一 一 (3.39) 


lz) = песи AR CGG: gi— H, gh) cot Š x dz + 7; 
(3.40) 
(а) = z | iG, gi — Hy gb) cot фр у,, 
1472 1122 GaN) Lo 
(3.41) 
üh 7, = y +01, y; = Y2 + iy; 由 下 列 联 立方 程 组 确定 
Git? + G,y# = 0, 
Ни! + A2y; = 0, 
ИЯ = ye 
Mt 07; ns 
于 是 , 可 解 出 为 
Иа" И атану 
(3.42) 
yp = У ， 1 H, X 


= QanG,—G,’ T 2an Hiv — Hv 

与 各 向 同性 弹性 情况 类 似 ， 显 然 也 有 结论 : HERH Y = 0 Bf, 
o, (一 œi) = 0. 

例 3.3 考虑 在 边界 上 有 尖 劈 形 周期 位 移 情况 ,， 即 在 边界 的 一 个 周期 线 
BL, 上 的 位 移 已 知 为 
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12 | 
8100) 一 0， ga) = 47 小 kau 
0, 1<121< 9 
如 图 2.3. 
此 外 , 还 假设 Lo 上 的 外 应 力主 矢量 为 : x 方向 分 量 X AR, y 方向 分 量 
AY (= 0)， 求 弹性 平衡 . 
此 时 ， 
—e/l, t€ h4 =[-1,0], 
gG) = 0, g) = 46/1, t€ L = [0,Д, 
0, € 1-1 —L. 
TE, 可 以 得 出 应 力 函 数 为 


la) = 1 EG: ifar sin 一 全 | 一 计 in 5 
1? H G, G H, 211 1188 a J, 1818 9070 I. 


sin? n GY 
in Ge 
у ra ro G’ (3. 43) 
sin ——— sin ——— 
a 
_ 1 eG |. . t— 2 . . £— 2 
Plz) = HG, G R, зы i[ arg sin 一 一 ! [аге sin — J, 
- 2 22 | 
sin 一 
a | 1 G, Y 
+In —— Ir bat (3. 44) 
sin sin 
a a 
而 应 力 分 量 为 
1 А sin2 一 
_— _ J] ee 2 
% ~ H.G, — HG in Gaviln . I+ 21 . 1— z 
sin Sin 
a a 
sin2 = 
_ 2 
Суп Tr i 
Si 
a a 
1 Y 


_ + _ Í o 2 2 
an G. — G; (G; G1 v3), 
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sin? — 
== Е /Goln 
У H,G, — G, H, Іт А I+ = 1 — z, 
sin 
a a 
-2 29 
sn — 
а Y 
Giln si I+ z l— zo an’ 
a a 


r = 二] {Go| in 
» H,G; —G H, In| 172278 Sn 2 I, 


=z . t—z 
| — G, | arg sin z e] 


lz 


. tš 
— G; [arg sin 


1 


+ vG [arg sin — | | (3.45) 


如 在 (3. 45) PS a 一 十 ce， 便 可 得 到 半 平 面 S WH Е — В [1,1] 
上 有 一 个 尖 臂 位 移 时 的 应 力 分 布 为 


1 Е 4 


之 1 


= GG in| ЕЕ 
— G, In — \, 
«= mG aT, kelara m 
一 Giln ЕН | ИИ 


— 1 = 
fay = НС, — G, H; (9.62180 — =, 


-vG Larg(t — z) ], + vG Larg(#— zz) ], 
— wG [arg — #2), }. 
3.3 各 向 异性 弹性 半 平 面 的 周期 接触 问题 


这 里 ,将 讨论 一 列 周 期 排列 的 压 头 , 压 入 各 向 异性 半 平 面 的 接触 问题 ， 
假定 接触 部 分 摩擦 系数 。 存在 ， 当 摩擦 力 不 存 在 时 , $ p = 0 ВЧ, 
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3.3.1 应 力 函 数 由 应 力 分 量 边界 值 表示 


为 此 ， 考虑 oy т, 的 如 下 线性 组 合 ， H (3. 3), (3. 4), 有 
шо, + z,, = (t — 0) ФО) + (а — ро) (zo) 


+ С — р) Wz) 9 (3.47) 
Hz0y 十 Try = Cuz — A BZ) (s — 4) ЖС) 
+ (2 — Be) Ple). (3. 48) 


由 引 理 3.1, PC), Y) 为 周期 函数 . 对 上 列 两 式 取 边界 值 ( 即 令 z 从 
S 内 趋 于 Lo), 应 用 关于 半 平 面 的 Hilbert 核 积 分 公式 (1. 60),(1.61)， 有 


t— 21 
lz) = 55), (лга, (t) + Tay (12) cot 2 dt, (3. 49) 
Pee) 一 一 ai |. (ша, (4) + r, (00) cot 222 dt, (3.50) 
其 中 Lo = [— 9,9), 这 里 已 记 


o t) = oy (0), т, (0) = r, (0, t€ L. 
下 面 应 用 此 两 式 ， прок ао “在 边界 上 的 表示 式 ， 对 (3. 8) 式 两 边 取 边 值 ， 


由 推广 的 Plemelj AR, A 


ЕЗ = фф (z) я Ф (х) Tq C (z) +g (rz). (3.51) 
215-0 


将 ФС), (х) 的 表示 式 (3.49),(3.50) ФА (3.51) R, 经 过 简化 , 立即 可 
以 得 到 


aw] А ори 
-[5=]_,= |0 cot = dt + Взо, (z) 


+44 | r,,(t) cot == фе Вус, (2), (63.52) 
Lo a 


an 
其 中 
-e(l l l li 
A= (a tig ==), 
o Bl, ll 1 
В, =-= TZ tate) в, 


У 


> 
| 
| 
| 
М — — 
|- 
| 
|. 
| 
— — 


(3. 53) 


t 
£ 
| 
| 
| © 
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顺便 指出 ，(3. 52) 式 将 在 边 值 条 件 的 演化 中 起 着 关键 作用 . 
3.3.2 问题 的 提 法 与 边 值 条 件 


各 向 异性 半 平 面 弹 性 理论 的 周期 接触 问题 的 提 法 如 下 ， 

假设 有 一 列 周期 排列 的 压 头 (所 有 压 头 基底 形状 相同 ),， 压 人 各 向 异性 弹 
性 半 平 面 S 中 ,而 且 周 期 排列 的 压 头 与 S- 的 边界 之 间 有 摩擦 力 存 在 , 摩擦 
系数 为 0,， 即 在 压 头 正 下 方 , 剪 切 应 力 T) = rw G) 与 正 压 应 力 P(x) = 
— s, (z) 之 间 服 从 规律 

Т(х) = Р(х), <€ 为 (及 其 周期 合同 线段 ) 
或 即 
Tay (т) + po,(2)=0, zE 为 (及 其 周期 合同 线段 ) 

其 中 为 位 于 一 个 周期 区 间 L, 内 的 压 头 与 Lo 的 接触 线段 ， 假定 压 头 处 于 极 
限 平衡 状态 . 

此 时 , 根据 周期 性 ， 只 需 在 一 个 周期 区 间 1, 上 考虑 . 

在 自由 区 间 L。 一 X (及 其 周期 合同 区 间 ) E, 无 外 载荷 存在 ， 即 有 

o (z) = 0, т,,(х) = 0, z€ 1-7; 
在 压 头 的 正 下方 y 上 ， 
Tay CT) 十 ooy(Cz) = 0, <€ У. 


此 外 ， 还 设 已 知 

u (х) 一 f(x), TEs (3.54) 
其 中 y= f(x) 为 压 头 基底 的 方程 , 它 以 ar 为 周期 ， 且 7 (х) 满足 Holder 条 
件 . 


НХ, # y, Е, 已 知 外 压力 合力 为 P。， 因 而 , 外 应 力主 矢量 
X +iY = T, —iP, = (@—i)P}. 
在 这 些 条 件 下 , 求 弹 性 平衡 . 
FH, 在 L, 上 ,得 到 边 值 条 件 为 : 
a lr) = 0, zx GG) = 0, ХхЕШ-Ф, (3.55) 
Tay Сх) HEOC) = 0, ç (х) = fla), TEN. 
为 了 求解 上 述 问题 ， 须 演变 边 值 条 件 (3. 55). 为 此 , 引入 两 个 Hilbert Z 
积分 所 表示 的 S- 中 的 全 纯 函 数 : 
ил (z) = m (z) — ил (2) = |. > cot 4, (3. 56) 


a 


ил (z) = uz (z) ~ іо, (z) =|, Tay (О cot Г 4+8, (3,57) 
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其 中 8 为 一 待定 实 常数 . Ф 
当 z 由 S- 内 趋 于 Lo 上 点 工时 , 由 推广 的 Plemelj AX, 有 


dt — ario, (x), 


ил (z) = и (z) — ил (z) = |. a, (t) cot 上 一 立 


wy (2) = wz (2) — ig G) = |, rs (0) cot Е de ад, (2. 


比较 上 列 两 式 的 实 部 与 虚 部 ， 可 以 得 到 如 下 几 个 等 式 ， 


в,(х) = daca) = аай (z), 


ty (z) 一 Lr (=) 一 + илья (2), 
À an am 


(G) 


ит (x) = a, (t) cot £ — dt, 
Lo 


uz (х) = Ty (t) cot t — dt. 
L = a 


由 于 在 每 个 周期 边界 上 ， 有 限 宽 度 的 压 头 传递 压力 时 ,在 压 头 下 面 ( 连 
同 它 的 端点 也 包括 在 内 )， 不 可 能 发 生 集中 应 力 ， 这 样 ， 由 (3. 56), (3.57), 
作为 用 Hilbert ЖЕ BJ PRR w (z) Ej и, (2), 在 压 头 的 任 一 端点 xo 处 ， 


一 
只 可 能 具有 形式 为 (tan Z — сап 20) 的 可 积 奇异 性 (0 < À < D. 
由 于 vw (z) = f(x)，(3. 52) 式 变 为 


— f(x) = 全 |， Gy (t) cot É = dz + Bso, (x) 
+2 Try (t) cot 上 二 dt + Вт, (х), 


х Є Yo. (3. 58) 


因此 , 我 们 能 应 用 函数 wi (=) ,ws (z) 演变 条 件 (3. 55) 为 
я (х) = 0, 05 (z) = 0, zE L, — У» 


; B A, _ 
— (<) = As u(x) + Л (z) 十 205 (x) 
| (3.59) 


+ Buen), хЕ», 
ап 


vz (х) + ро (z) = 0, zE. 


O 出 现 8 的 必要 性 将 在 后 面 第 4 段 清楚 看 出 . 
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由 此 , 注意 到 最 后 方程 ,wi (z) 应 满足 下 列 边 值 条 件 : 
я (z) = 0, z€ Lo — 7° 
| (3.60) 


_ B, — pB, — _ anf (т) 
и] (+A pA (z) = A; — pA,’ zE». 


上 述 边 值 问题 实际 上 是 : 要 求 一 个 在 SHAW ar AJAY & Sk p 22 
ил (=) = u (=) 一 ivi(z), 在 Lo( 以 及 周期 线段 ) 上 满足 条 件 
а(х)и (х) + (жх) (х) = F(z), “<€ ly, (3. 61) 


其 中 
l, tE; 
а(х) = , 
0, r€ Y =L. — У, 
— (3. 62) 
В: — 284 еу, 
blax) = < Аз — pA, 
1, хЄ У, 
am f (х) 
——— Е»; 
ro =| Аз — РА, ° (3.63) 
0, хє у, 


xz € 7 与 Y'(7Y,Y 分 别 是 所 有 与 Yo ,Xs 周期 合同 线段 之 并 ) 也 是 如 此 . 这 就 
是 要 求解 这 个 第 一 章 中 所 述 关于 半 平 面 的 周期 Riemann-Hilbert 边 值 问题 . 
下 上段 将 讨论 这 问题 的 解答 . 


3.3.3 问题 的 解答 


首先 , 应 该 注意 到 a(z),6(z) 与 FG) Ue 一 十 1 (111< 65) жй 


ж, Я, М w (=) 也 能 以 这 些 间断 点 作为 奇异 点 . 
按照 (1. 39) R, 现在 ， 
. . В, — pB : . 
a, + ib, = tiga a, +ib; = i, 
所 以 , 由 (1.40) 式 ， 
wl 二 arctan 32—084, z€ 7, 
Аз — рА, 
wr) = (3.64) 
шо 一 >, x e y, 


这 里 已 取 0 一 | “|< 9 因此 , 由 (1. 53) st, 
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у= % „ТО, 0=%, 0<v<1. (3. 65) 
x 2 x 
TE, H(1.55) K, 
Xle) =+ ie" Elz), z€ 5+, (3.66) 
其 中 
149 16 
五 (z) = (tan 2 — tan Z) 2 (un + tan Z) 2 ‚ Imz= 0, 
(3.67) 
是 用 7 WARM: 平面 中 的 全 纯 函 数 , 它 当 z = t € 7Y 时 取 非 负 值 , 因而 
XTG) =e EG), ГЄ У, (3. 68) 
其 中 
li, ` 2, 
EG) = (tan £ шп ©) 2 (tan = + tan 4) ? ‚ЕУ, 
(3. 69) 


右 端 每 一 因子 在 Y 上 取 非 负 值 . 
因此 , 由 (1.55) 式 ， 相 应 的 


Mh Cz) =+ iet (Citan Ž + Cz )ЕС), z€ St, (3. 70) 


其 中 C, ,Cs 为 待定 实 常 数 ; 由 于 


: —w i e 
a, — ib, = fat +b oO = —— 


cosw,’ 

故 由 (1. 57) R, 

+ ief%iE(z) cosw, f @) t—z + 

(2) = > АА, ln E <" dt, x€ St, 

(3. 71) 
因此 ， 我 们 得 到 
_ tie "E(z)cosOnf f(t) t—z 
1 (2) = — А, РА. о » ED cot dt 


tiet (Citan = +C, EC), z€ St, (3. 72) 


而 我 们 所 要 的 解 为 w), z E 57. 
wo (z) =— pw; (z) - В, (3.73) 
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3.3.4 位 移 周期 性 条 件 和 弹性 平衡 条 件 


为 了 彻底 求 出 我 们 要 的 解 , 必须 确定 实 常数 Ci ,C 与 有 为 此 , 应 该 考虑 
位 称 周 期 性 条 件 和 xz = 一 coi 处 的 弹性 平衡 条 件 ， 
首先 考虑 前 者 . 我 们 有 位 移 函 数 的 表达 式 
и = (ру + iq pl) + (Pi tig) pl) 
十 (zs Hige) + (Bz і 96) 9). 
当 z 沿 A_ (图 2.6) 变动 全 程 时 , 考虑 上 式 两 端的 改变 量 , 得 出 


[utivl, = Cp ia) |, Bedda + arti], Bz, dz, 


+ (р, + 142 |, Cz, ) dz1 十 Ср. + 1 >|, (=, ) dz,. 
(3.74) 
利用 (3.49) 式 和 (3. 50) KK, 可 知 ФС) 与 Ple) 可 用 wi (z) 和 и, (=) 表 


Ш: 
= 1 _ 
2axiCp — #2) 
_ 一 1 
~ anil — р) 
将 其 代入 (3.74) sb, 便 知 
[а + и]. 


1 
2аті — иг) 


lzi) 《Hz w (=) + w (21)), 


(3.75) 


Wz) Cu w Cez) + w Cz2)). 


[tu Chi + 191 > — м (P: + 192 Jf, w Cz) dz 


++ чо Ф + iad I w, (z) dz 


1 nth. : — 一 -一 7 一 一 . —— ——Or Ty 
u Е +19) — 2 С> +1921] xo) (z) dz 


HHD HD], wae). 
由 位 移 周期 性 条 件 ， 它 必须 等 于 O. 于 是 , 由 (3. 73) 式 ， 便 知 
(e, 十 这 N wi (z) dz + (e; +80. Wi (2) dz + angle, 4-18,) = 0, 
(3.76) 
这 里 我 们 已 令 
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& +19; = 工 {Cee Cpr + iq) — n (b +142] 
Ё H2 
~E + ig) — (ps +iq)]), 
. 1 —,;— , :— 
ez + ið, = -zg AF; +19) — м СФ +ig)J 
(3. 77) 
— [Gr +192 — +191, 
es +10; = 1 СОР + iqi) — (pz + іг) ] 
Hi — #2 
1 — ee _ .— 
== Lt +14) 一 《zz +192) ]. 
为 要 算出 (3. 76) 式 中 出 现 的 积分 ,我们 注意 到 
210. 
Е(— coi) =— ef" cos ea', 
а 
. i 1 28 
E(4 œi) = е! “cos = ea, 
| E(z)dz = апЕ( œi) =+ алет" cos КА «іё 
a + + P ， (3.78) 
| E(z) tanz dz = I, ECz) cot ГЕ dz =+ amiE(+ oi) 
= driefigrcos 4 at, 
a 
H (3.72), 便 得 
i _ 26, 
— ат cos — cosOx e <a! O 
L. wy (=) dz = A, — pA, n EQ) 


210; 1 206, 
十 ar cos — е а Cı +іат cos — e a С. 


X Им (=) = ил (=), HEA 上 dz 一 dz, RA 


| w, ах = | ил (Z) dz =| wi (Z) dz = | ш, (z) dz 
A AL AL AL 


ГА 0 2210, 
_ cos — cos 0m e on 
А; — pA, n EG) 
18 210. 


1 20; . 
十 ar cos — еа ‘Су 一 iar cos — ee 'С.. 
a a 


于 是 ,位移 周期 性 条 件 (3. 76) 式 成 为 
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_ 248. 218. 
[Ce Hið eTa (6, +ióx)ea | | С, 


+if Ce, Hid eTa — (€, Hidde | С, + Ces + i вап 


220. 219. 
qo [6 + + id; Dee! + (в, + idee" || £ а (8.79) 


Аз — pA, „ E(t) 
其 次 , 考虑 z = 一 cei 处 的 平衡 条 件 . 由 (3.1) 式 ， == 
Соор =— Ё 
oy 一 1) =— an: (3. 80) 


将 (3.75) 式 代 入 (3.3) R, $ x + — coi (这 时 z, ‚=, 也 一 一 coi), 并 注意 到 
(3.73) 式 ， 故 平衡 条 件 (3. 80) RER 


Ро = Im w (— œi). (3.81) 
在 (3.72) RPS х 一 一 coi, H (3. 78) 的 第 一 式 , RNA 
ооу l |, f@ 
ил 6 i) = — cos z cos хде ‚ E@ dt 


210. 
—i 


+ (C, + cent аі, 


将 它 代 入 (3. 81) R, 条 件 (3. 80) 就 成 为 


210 
6 sin 二 一 
Ро 987 FW 218 210 
Г A, —pA, af EY cos 22 — Ci sin 20, (3,82) 


COS — 
这 样 , C, ,Cs ,8 就 可 由 方程 (3. 79) (为 两 个 实 方程 ) 和 (3. 82) 惟一 确定 . 问题 
便 完全 解决 . 
3.3.5 ” 压 头 正 下 方 的 压 应 力 
为 了 求 出 作用 在 压 头 正 下 方 的 压 应 力 分 布 pC), 我 们 注意 
в,(х) =— р(х), TEN. 
应 用 (G) 中 第 一 式 , 我 们 得 知 


1 — 
р(х) = -一 тап ил (z), x Е Yo. 


由 推广 的 Plemelj 公式 , 得 到 
2 cos’ Ox ‚50 ot SZ а) 


_ 1 
PD = gA pa (in RFE, о ° 


十 SosexECz)(Citan 王 十 Co)， z € %. (3.83) 
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例 3.4 考虑 压 头 具有 周期 水 平 直 基 底 的 情况 . 
这 时 , (2) = 0. 于 是 ,由 (3.83) =, 


pir) = оС) (Citan Z +C), r€ x, (3.84) 
_ 216, 21, 
[Ce +ió,)e a! (6 +id, еа С, 
28, 208, 
+i[ Ce 十 遍 )e а! (е, +d, De | С» 十 (es + ВВ 
= 0, 


С, cos 20 — Су si 1 n — = Po 


l 
cos — 
a 


确定 ( 见 (3. 79) 53.82) 式 ). 


第 四 章 


各 问 同性 半 平 面 弹性 理论 中 的 


周期 运动 载荷 的 基本 问题 


4.1 应力 函数 和 基本 问题 


在 本 章 中 , 将 研究 在 各 向 同性 弹性 半 平 面 边界 上 具有 周期 运动 载荷 的 问 
题 . 它 在 某 方 面 与 上 一 章 中 讨论 的 问题 相 类 似 . 我 们 将 讨论 应 力 函 数 的 周期 


性 , 基本 问题 , 以 及 接触 问题 . 


4.1.1 各 向 同性 半 平 面 边界 上 具有 周期 运动 载荷 时 应 力 函数 的 周期 性 


熟知 (参见 Галин [1])， 当 各 向 同性 半 平 面 S 沿 着 其 边界 具有 以 常 速 w 
(> 0 或 二 0) 的 运动 载荷 时 , ЛЕ = =+ iy RAIDE, Iy r, 和 位 移 分 
Ë u,v 可 用 两 个 复 应 力 函 数 ФС, Ae) 及 其 导数 OC) = Ф (21), С) 


= (zz ) 表示 为 
с, (х) = i(K@(z,) — КФО) + FW(z,) 一 下 更 (zs))， 
s, (z) = i(G@(z,) —GO(z,) + HEC) — НХ С,)), 
Tay (z) = iM (21) + МФ) + № (=) МУС), 
ulz) = i(Ap(z) АФС + В) — ВФ), 
vlz) = Cplz,) +C GC) + Dele) + Dole); 
其 中 Ф021) Az 的 全 纯 函 数 , x.) Я zz 的 全 纯 函 数 , А. 
zi = =+ Шу, z: = xj ik ys 
而 
A=ak;, B=ak,, C=b—-k, D=b-8#, 
К = сё, — а, F=ck,—dk3, 
С = fki—gki, Н = fk, — 803, 


(4. 1) 
(4, 2) 
(4, 3) 
(4.4) 
(4.5) 
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М =— hk? 十 1， N =—hk? + 1, 


这 里 
2 2 
=, РЕ, 
C1 C2 
а= Ажа, b A+ 2и ы? 
и # C2 
2 
c= (Арзи) 2 aaa, 
ci 
w? 
f= (ЗА + 40) — AHD 2, gaa+2Qu, 
C2 
Аи, ВА, 
C2 
而 
A+2 
Е 


分 别 为 膨胀 波 与 畸变 波 的 传播 速度 中 , 且 与 通常 那样 ,9 表示 介质 单位 体积 的 
ЖЕ, А, м 表示 Lamé HR. 


4.1.2 问题 的 提 法 与 解答 


设 各 向 同性 弹性 介质 占有 下 半 平 面 S-， 以 工 轴 为 边界 ， 其 上 任意 点 
z = т (r ЯЗ. 设 在 边界 上 已 知 按 周期 ax SHH. UPR w зк ЈНА А] 
及 切 向 外 载荷 分 别 为 
olr) =— P(r), т, (0) = T(r), (4.6) 
它们 满足 分 段 H6lder ЖЕ. 在 基本 假定 成 立 的 条 件 下 , 求 动 态 弹性 平衡 . 
Wik, MADE cy ,Ts, 的 线性 组 合 ( 由 (4.2) 与 (4. 3) 式 ) 
No, —iHt,, =i(GN—MH)®(x,)—i(GN+ MH) Dle) —2iHN (zz), 
S 21,2, 均 趋 于 工 辆 上 点 r， 计 及 边界 条 件 (4. 6)， 可 以 得 到 
— NP (т) — IHT(z) = КСМ — МН)Ф(т) — КСМ + MH) Фо) 
— 2iHN 更 (Cr) (4.7) 
(这 里 及 以 后 , 为 简略 起 见 , 已 记 фо =O, (г) = j (т)). 类 似 地 ， 
还 可 以 得 到 


Ф ”如 文献 中 一 样 , 我 们 用 文字 “a” 表 示 出 现在 A,B,/l 中 的 量 , 而 不 是 在 下 文中 经 党 
出 现 的 “周期 ax” 中 的 那个 a. 
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— МР (z) — IGT (т) = KMH —GN)WV(r) — КНМ + GN) Ст) 
— 2iGM P(r). (4.8) 
T— z] 1 1—22 然 


9 - cot 
a 2anl 


现 将 (4. 7), (4. 8) 式 两 边 分 别 乘 以 元 二 cot 


后 , 都 沿 Lo = |- PF | 积分 , 应 用 关于 半 平 面 的 Hilbert 核 积分 公式 
C1. 60), (1, 61)， 便 得 应 力 函 数 的 积分 表达 式 ， 


— 2] 


_ — 1 А т 
Plz) = TRCN MTS], (NP (z) +iHT(r)) cot 7 dr+ у, 
(4.9) 
— 1 . 1 — 之 2 
Wz) ССМ ут, СМР (z) + iGT(r)) cot P ат Уз. 
(4.10) 
其 中 
= 1 _ — coi 
y = ON Magy- CN MH )Ø(— coi) 
+ (GN + MH) ФС coi) + 2HN WO i], 
y, = ——— LE (MH — GN)WVC— oi) 


= XGN — MH) 
+ (МН + GN) ХС coi) + 2GM ФС cop |. 


4.1.3 位 移 周期 性 条 件 和 弹性 动态 平衡 条 件 


下 面 要 利用 位 移 周 期 性 条 件 

(ut+iv), = 0, (ж) 

其 中 A_ ШИ 2.6 所 示 , ЦА z = 一 оо 处 的 平衡 条 件 
р = 一 二 | РО = Р", 

an) Lo 
(жж) 
r, (~oi) = 去 | Теа = Т", 
à at) Lo 


来 确定 Y Mr. 
首先 , 考虑 位 移 周期 性 条 件 . 分 别 对 (4. 9), (4. 10) 式 的 两 端 沿 Lo 积分 ， 


如 不 计 弹 性 体 的 刚性 平移 ， 有 


T— zi 


一 1 . . 

Pz) = 2z(GN янэ). (NP (т) БІНТ (т)) log sin z dr+ У х, 
1 : . T— 2 

Ke) = ON MHS aD) (MP (r) +iGT(t)) log sin dt + У, zz. 
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由 此 ， 可 以 得 到 


_ _ _ —iNP* + HT * 
plz, + ax) — plz) = 3(GN — MH) + аху, 
_ iMP* 一 GT* 
PC zo + ая) — Pz) = XGN — MH) Hany. 


利用 (4, 4), (4. 5) 两 式 ， 代 人 位 移 周期 性 条 件 (* ) 式 ， 可 以 得 到 下 列 两 个 方 
Ë: 


Alm + Blmy; = AN 2 pe, (4.11) 
CRen +DRe% = Pe MED T ` (4.12) 


然后 考虑 在 z =— 001 处 的 平衡 条 件 . 由 (4. 9),(4. 10) RA, 
一 1 


Ф i) = GN (NPT HHT +n, 
. — 1 * -á * 
FOD = оком МН) МР 161 0+0. 
计 及 (4. 2), (4. 3) 两 式 ， 代 入 条件 (* x )， 又 可 以 得 到 下 列 两 方程 : 
Сау + HImY, = 0, (4. 13) 
MRey, + N Re y; = 0. (4. 14) 


因此 , У, ,7 可 以 由 (4.11) ~ (4. 14) 联 立 确定 . 这 样 ,我们 求 得 了 问题 的 解 
答 ; 同时 ， 也 证 明了 本 周期 问题 的 解 的 存在 与 唯一 性 ， 


4.1.4 特殊 情况 


设 在 各 向 同性 弹性 半 平 面 S- 的 边界 上 , 部 分 地 受 有 以 常 速 史 运动 的 、 按 
周期 ак 分 布 的 均匀 外 压力 : 在 边界 的 一 个 周期 线段 Lo Е, 
Р, |<] (0<1<$), 


P(r) = 
о, 1< r |< <, 


T(r) = 0, | r |< % 


其 中 PP 为 正常 数 , 求 弹 性 平衡 . 
此 时 , 由 (4. 11) ~ (4. 14) È, ИЖ У, ‚У, ШЕ: 
Rey, 一 Ке y; = 0, 


Im, = H(MB — AN)IP 
1! (BG — AH)(GN — MH Jan’ 
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_ ___—G(MB -—AN)IP 
~ (BG — AH)(GN — MH Jar 


这 样 ， 应 力 函 数 可 以 表示 为 


Im У 


— NP . Тя . . T— z 
lz) = KGN M” sin 一 一 |+ arg sin — I, 
十 іН‹МВ — АМІР 
an( BG — AH)(GN — MH)’ 
_ MP . T— z? А . T— Z? 
Plz) = АСОМ — MH) [in sin — |+ arg sin — I. 
iGCMB — АМУР 


~~ axCBG — AH)(GN — MH)’ 
ЖФ У, = [— 1,0), 而 应 力 分 布 为 


o= —P 
7 ат(СМ — MH) 


[км [arg sin TTR ] 
a x 


一 FM| arg sin — р | 
_ 2PICMB — AN) (KH — FG) 
ar(BG — AH)(GN — MH)’ 


_Р 
°y = In(GN — MH) 


{GN [are sin г ] 
a x° 


一 НМ arg sin 2 | ‚ 
а % 


2—2 А i+ =. 
—— SIn——— 


= — PMN In sin a a 
= ax(GN — MH) Кран sin 2 ` 
a a 


WARE S 边界 上 作用 有 按 周 期 ar 分 布 的 运动 (速度 为 w) 集中 载荷 时 ， 
即 其 每 个 周期 线段 的 中 点 作用 的 集中 力 为 Po, 亦 即 , 在 以 上 讨论 中 , 当 ! 一 0 
8}, A P —+ co 且 保 持 2P = Р, (P, 为 有 限 正常 数 ). 


此 时 ， 应 力 函 数 为 
be) — NP, а iH(MB — AN) P, 
2) = ССМ МН) t Ç T авс —AH)(GN — MHD ' 


Vis) = — MP, 2 iG(MB — AN) P, 
72° = 2an(GN —MH) ° a 2ax(BG—AH)(GN = МН)' 


应 力 分 布 为 
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б. = — h 
= = Gn(GN — MH) 
_ Ро(МВ — AN) (KH — FG) 
ax( BG — AH)(GN — MH)’ 
°» = on(GN — MH) 

. P. MN 
ty = On(GN — MH) 
对 于 上 述 特 殊 情 况 所 得 应 力 分 布 ,， 如 令 w= 0, 可 以 得 到 第 二 章 中 相应 

的 结果 . 


(KN Im cot 2 — FM Im cot =) 
a a 


(GN Im cot = — HM Im cot z), 
a a 


z z 
Re{ cot =! — cot =. 
а а 


4.2 运动 压 头 的 周期 接触 问题 


在 第 二 章 2. 4 节 中 , 对 于 各 向 同性 平面 弹性 理论 的 周期 接触 问题 , 我 们 
是 假设 按 一 定 周 期 排列 的 压 头 是 处 于 静态 平衡 状态 . ЖИ, 我 们 假设 这 些 压 
头 是 以 同一 方向 的 常 速 沿 半 平 面 S 的 边界 移动 . 在 这 种 情况 , 所 有 讨论 和 该 
节 对 于 各 向 异性 体 情况 的 讨论 非常 相似 .因此 ,这 里 略 去 计算 过 程 ， 只 给 出 
结果 . 


4.2.1 周期 边 值 条 件 与 问题 的 解答 


Bs, H 4.2), (4.3) 式 ， 应 用 关于 半 平 面 的 Hilbert 核 积 分 公式 
(1.60),(1.61), 有 


一 之 1 


1 
Ba) = aga ==]. (No, (t) —iHr,, (09) сок de, (4.15) 
—1 Zp 
Plz) = GN — MH ral. (Mo, (t) — iGr,, (#7) cot ° ағ, (4.16) 
考虑 对 
a = CO(z,) + COC) + руба) + DV) 
取 边 界 值 , 由 (4. 15),(4. 16) 式 ， 可 以 得 到 
dv CN — DM 1 t—2x 
Ean , = мн an a, (t) cot dt 
+ Dch, , (x). (4.17) 


GN — MH 
然后 , 注意 到 运动 压 头 情况 的 周期 接触 问题 的 动力 弹性 平衡 在 Lo 上 的 


98 平面 弹性 周期 问题 概论 


边 值 条 件 仍 为 


до 


с, (х) = 0, Tar) = 0, хє 1-7, 
(4.18) 
= flx), Tay (т) tpo) = 0, TE». 


ax 
HP y = f(x) 为 压 头 基底 的 方程 ， f(z) OR € H; 并 且 已 知 在 y, 上 的 外 
应 力主 矢量 为 X 十 这 = (o 一 让 Pu,， 现 已 假设 摩擦 力 存 在 ，o 为 摩擦 系数 
(e> 0 BË < 0 Ж <o > 0 sË xo < 0 mE). 
如 前 一 样 , 按 (3.56) 与 (3. 57) 式 ， 引 人 两 个 由 Hilbert 核 积分 表示 的 函 
数 
w (=) = м — м, (С) = иә — iv. 
因此 , 边 值 条 件 (4. 18) 可 以 由 wi(z) ,wz(z) 的 边 值 表 示 ， 亦 即 ， 注意 到 
(4.17) 式 ， 
u (z) = 0, z (х) = 0, x€ L, – У, 


GN MH P + GN C MH < SASO = € W. 


再 计 及 wi (z) + poy (х) = 0, 这 样 , 对 于 S 中 的 周期 全 纯 函 数 e, (2), E L, 
上 应 满足 边 值 条 件 
vi (х) = 0, хє L, — > 


这 一 边 值 问题 就 是 下 列 关 于 半 平 面 S 的 周期 Riemann-Hilbert 边 值 问 
H.: 要 求 一 个 在 S 内 以 an Fy J A BY 2 2k РЕЖ Wy (z) = uy — йл ° 在 Lo( 以 及 


周期 合同 线段 ) 上 满足 条 件 
aCx)uy (z) Or (х) = F(z), <€ Lo, (4.19) 
其 中 
о T Е Yo» 
а(х) = , 
0, z€); 
CH — DG 
(х) ег z€ x 
1, = Є %o3 


CN — DM 


GN МН anf’ (c), r€ x, 
F(z) 
0, Е». 


SU ”各 向 同性 半 平 面 弹性 理论 中 的 周期 运动 载荷 的 基本 问题 99 


可 以 看 到 alr), blr), FC) 均 以 z= 二 一 1, z = 1 (及 其 周期 合同 点 ) WA 
И. 这 是 如 同 第 三 章 3. 2 节 中 出 现 的 (3. 61) 式 那 种 类 型 的 边 值 问题 . 
记 
_ GN —MH CH — DG 
P= CN DM ' TCN- DM (4.20) 


_ 1 1 
9 = —arctan 24, LIIK =, 


ЯП СЗ. 72) R, 现在 
— + 十 gri Га) t—e2z 
ил (z) = tie” pcosdx EC) | EÙ) cot dt 


a 
tie" (Citan Ž + С, )EG), z€ St, (4. 21) 


其 中 Ci ,Ci 为 待定 实 常数 , 而 E(z) 与 EW 分 别 由 (3.67) 与 (3.69) 式 给 出 
(对 1 € У, EG) > 0). 

由 边界 条 件 , 我 们 还 知道 

ш (=) =— pw, (=) + В, (4, 22) 

其 中 8 也 是 一 待定 实 常数 ， 

我 们 所 求 的 解 为 >xE S 时 的 (4. 21) 式 , 为 要 完全 确定 此 解 ,还 须 确定 实 
常数 Ci , C, (附带 地 还 有 В, 虽然 它 在 我 们 的 解 中 不 需要 )， 为 此 ， 要 利用 位 移 
的 周期 性 条 件 与 弹性 体 在 z =— oi 处 的 平衡 条 件 . 


4.2.2 位 移 周期 性 条 件 和 弹性 动态 平衡 条 件 


首先 , 讨论 位 移 周 期 性 条 件 ， 和 工 节 的 方法 相似 ,BCz1), 炎 (zz) 可 用 
ил (=) w (z) 分 别 表示 为 


Cz) Nw; (21) —iHw,(z,)), 


1 
7 2an(GN — MH) 


1 .` 
ССК MH) (Me (z+) — Gwe (zo)). 


将 上 列 两 式 代 人 位 移 周期 性 条 件 
[u 十 iu], = 0, 


Wz) = 


可 以 得 到 ， 
Ce, 十 aof ил (z)dz + (€ + ið% f ил (z)dz — 2iņang = 0, (4.23) 
其 中 已 令 
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sa 十 这 一 FATCN 一 (B+D)M 
+i (A+ C)H— (B+ D)GJ]), 
& +i, = pyg AON- (D— BM (4.24) 
十 ip[(4 一 C) 互 一 (B 一 D)G])， 
_ АН — BG 
7= GN MH: 


而 A 的 意义 见 图 2. 6. 
将 w (=) 的 表达 式 (4. 21) RAA. 23) R, 最 后 , 得 到 如 下 的 方程 : 


[ce Hið Dee + Cez +id,)e%@ |C, 


+il Ce + id) Je ‘я — (6 + 10, )e a Ic -2 


COS — 
a 
210 20 
= pcos xô [Ce ід) + (ey + id: dee 1, LR dz, (4.25) 


其 中 E(z) 如 (3. 67) 式 所 定义 ， 
然后 考虑 在 = =— coi 处 的 平衡 条 件 
Po = Im w (— œi). 


将 wi (2) 的 表达 式 (4. 21) 代入 ,可 以 得 到 


Ca cos 216 _ Су si п 219 — P. — + p cos пд sin — 210 aan EO ay (4, 26) 


cos — 
a 


因此 , С, ‚С, 和 有 可 由 (4. 25) 与 (4. 26) 两 方程 联 立 确定 ， 这样, 本 问题 
已 完全 解 出 . 


4.2.3 压 头 正 下 方 的 压力 
显然 ， 压 头 正 下 方 的 压力 分 布 为 
р(х) = пил (х), хЄ У. (4, 27) 
an 
因此 , 再 由 (4. 21) 式 ， 


. 2 
р(х) = 一 Р sin 270 Г’ (x) 十 peos пер) 
2 an 


f O) 1— х 
n Et) ° a dt 


+ 208 = cos TO Ee 7) (Citan 2 = +G), ТЕХ, (4.28) 
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其 中 C, ,Cz 前 已 确定 . 
例 考虑 按 周 期 排列 的 运动 压 头 有 水 平 直 基 底 的 情况 ， 
此 时 ,了 (xz) = 0. 应 用 (4.28) 式 , 可 以 得 到 压 头 正 下 方 的 压力 分 布 为 


p(x) = cos xt ЕС (Citan = + С; }, r€ У, (4.29) 
其 中 C, ,C, 由 下 列 两 方程 确定 : 
26] 


c [Ce е) cos EE + (8, — à) sin 209 
a a[ 

+ C. С — 8 ) сов 294 (є +e ) sin 227) — o 
2 2 1 a 1 2 a 9 


Cl sin 249 _ C;cos 210 _ _ _ 
a a 


因此 , 解 出 C, ,Cs， 可 以 得 到 


Pocos nO E(x) 210 


I — ò) tan 2 + (а +6) | os 2 
a a 


р(х) = 


anle, + Ez) cos 一 
a 


一 [< + = ) tan = — (0 — 8) ] sin 222) 
a a 


1 1 
. (nt tan) ?"(tan ОИК xz E». (4. 30) 
本 段 上 面 所 讨论 的 周期 接触 问题 ， 都 是 假定 压 头 与 半 平 面 之 间 在 接触 部 
分 存在 有 摩擦 力 ， 如 无 摩擦 力 , 显然 ,只 须 在 我 们 的 讨论 中 令 p = 0， 即 可 得 
到 所 要 求 的 结果 . 
例如 ,考虑 每 个 按 周期 排列 的 运动 压 头 有 水 平 直 基底 的 情况 . BRR 
AM, 在 (4. 30) RFS o= 0, 得 到 压 头 正 下 方 的 压力 分 布 为 . 


P, (8, —Ə,) tan = + (8) + £2) 


kd 


pla) = Ы rr 
an (e; + €2) cos a (tan 2 — tan =) (tan + tan =) 
х € 7. (4, 31) 
ЖІ 在 上 面 所 讨论 的 问题 和 结果 中 , BF a > оо 时 , 便 回 到 一 个 压 
头 的 特殊 情况 .所 得 结果 与 Tann [1] 中 的 结果 是 一 致 的 . 
注 2 在 上 面 的 讨论 中 ,都 假定 一 个 周期 区 间 内 只 有 一 个 压 头 ， 不 难 推 
广 到 有 几 个 压 头 的 情况 . 


第 五 章 
弹性 平面 理论 的 周期 裂纹 问题 


关于 被 无 限 个 按 周期 排列 的 裂纹 削弱 的 无 限 各 向 同性 弹性 平面 的 平衡 问 
ЁЙ, №. Т. Koiter, Е. Erdogan 等 曾 利用 复 变 函 数 方法 ， 对 平面 中 具有 直线 周 
期 裂纹 ， 且 裂纹 位 于 和 周期 方向 相同 的 同一 直线 上 的 情况 ， 就 第 一 基本 问题 
进行 研究 . W. T. Koiter 以 后 对 裂纹 是 直线 形 且 垂直 于 周期 方向 的 情况 进行 
过 研究 , 但 仍 是 第 一 基本 问题 , 且 在 边界 外 力 以 及 两 个 无 穷 远 处 的 应 力 非 常 
特殊 的 假定 下 讨论 的 ， 其 所 用 具体 方法 , 显然 不 能 应 用 到 一 般 边 值 条 件 上 
+. НЕ, В. В. Панасюк, А. П. Дацишин, Я M. П. Саврук 等 对 裂纹 是 直线 
J. 但 其 方位 与 周期 方向 有 倾角 a 情况 的 第 一 基本 问题 , 应 用 奇异 积分 方程 
理论 进行 了 研究 . 

本 章 , 首先 在 第 二 章 1. 1 节 的 基础 上 ， 即 假定 周期 应 力 在 无 穷 远 处 是 有 
AW, 从 而 位 移 是 准 周期 的 条 件 下 , 对 各 向 同性 弹性 平面 中 具有 直线 周期 裂 
纹 ， 且 有 裂纹 位 于 和 周期 方向 相同 的 同一 直线 上 的 情况 ,就 第 一 基本 问题 与 第 
二 基本 问题 进行 讨论 ， 其次, 将 对 具有 任意 形状 和 个 数 的 周期 裂纹 问题 进行 
研究 ， 仍 假定 周期 应 力 是 有 界 的 ， 从 而 位 移 是 准 周期 的 . 这 里 , 是 将 此 问题 
化 为 奇异 积分 方程 ,其 中 还 应 用 了 保 形 映射 再 次 ,考虑 被 无 限 个 按 周期 排 
列 的 裂纹 前 弱 的 无 限 各 向 异性 弹性 平面 的 平衡 问题 , 其 中 裂纹 是 直线 形 的 ， 
且 均 位 于 与 周期 方向 相同 的 同一 直线 上 . 这 里 就 裂纹 两 侧 总 载荷 相等 互相 抵 
消 的 情况 进行 讨论 , 将 其 化 为 周期 Riemann 边 值 问题 . 


5.1 被 周期 共 线 直 和 裂纹 前 弱 的 无 限 各 向 
同性 弹性 平面 的 基本 问题 


5.1.1 一 些 说 明 


考虑 被 周期 直线 裂纹 削弱 的 无 限 各 向 同性 弹性 平面 , 其 裂纹 位 于 和 周期 
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方向 相同 的 同一 直线 上 . 
不 失 一 般 性 , 可 设 周期 方向 与 zx 轴 方 向 一 致 , 周期 裂纹 都 在 xz НЕ, 而 


在 一 个 周期 带 | z |< рак, A n RUR: 


lp: a, < t < b, (авы > 6), k =1,2, ***,м. 
На, Bd, ATR L 的 正 向 , 记 = > 大 及 其 周期 合同 裂纹 上 的 外 应 
k=1 
力主 矢量 记 为 X, +iY,. 现在 弹性 域 记 作 S, 其 它 记号 与 第 二 章 相 关 记 号 同 . 
下 面 是 在 应 力 为 周期 的 , Be = 士 cei 处 有 界 ， 从 而 位 移 是 准 周 期 的 假 
定 下 进行 讨论 . 
对 于 上 述 特殊 情况 , 应 用 H. И. Мусхелишвили 的 方法 类 似 地 处 理 如 下 . 
引进 函数 
wlz) 一 2Ф(=) + Vz), | 
ГА xz = — Є S. 
Urn = w (z) = Bz) + z@ (z) + (2), 
这 里 ФС), We) 是 复 应 力 函 数 , Н B(x) = ФС), Vee) = WR), HU 
Oy ity = Ф(х) +12) + (z — z) (=), z € S. (5.2) 
由 Ф(2) 的 周期 性 ， 可 知 OC) 也 以 ax 为 周期 . 
在 各 L, 的 端点 附近 , 假定 BC(z) ,Q(z) 至 多 有 无 界 可 积 的 奇异 性 , H 
limy®’(z) =0 (z= z+iy€ S,t € L). (5. 3) 
在 六 (及 其 周期 合同 裂纹 ) Е, 显然 
x, = | 30D = аа, 


(5.1) 


= 1 2，…，729 (5.4) 
Y, = [ (ay (t) — of (1)) de, 
其 中 of+4 ict SHRM, 上 岸 和 下 岸 的 应 力 . 于 是 


х= | со = dt, 
° (5.5) 


Y = | (oy) — Í аа 


H (2.16), (2.17) 式 定义 的 Ф, (z) = Ф, (а), Ф (=) = Ve), BA 
Dy (+ œi) = W (+ сор = 00, 易于 验证 


Ф 在 裂纹 情况 下 , 第 二 章 中 相应 的 公式 仍 成 立 , 这 是 因为 可 用 封闭 曲线 围 住 裂纹 ， 
而 围 线 上 外 应 力主 矢量 与 裂纹 上 的 相同 . 
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о У 
cos) ae “= DY HiME + DX _ _ | 
МСЕ 990) =F дир B+ «В — q 
再 从 (5. 1) 式 ， 可 得 
и УФХ) _ 
At coi) = Fay +B — 4 (5.7) 


5.1.2 第 一 基本 问题 


БВ оз (р ,rt 起 (2), 且 设 它们 都 满足 H6lder 条 件 . Хо ,т_,л_, JA 
Ho, zi Ay ,Bq 均 已 知 , 求 弹性 平衡 . 
根据 边界 条 件 , 应 用 (5. 2) R, 可 以 推出 ( 当 上 E L, 及 其 周期 合同 的 线段 
B, FED 
PHO +Q (O = офи, 
Фата) = oy— іт. 
将 上 两 式 相 加 与 相 减 , 我 们 的 问题 容易 化 为 下 列 边 值 问题 ， 


[Фр HAD] EBE + ОТ = 2p(0, (5.8) 
(ot) — 000) 1 [ФФ — QG] = 2400), (5.9) 
其 中 已 令 
рО) = Lota +0700) - Таз +), (5.10) 
a) = Т0 0) 0300) hr 1р 
H (5.5) 式 知 
| gC dz =— (Y 一 iX). (5. 12) 
应 用 第 一 章 中 推广 的 Plemelj 公式 (1. 15), 满足 边 值 条 件 (5. 9) 的 解 为 
Ф(=) — Q(z) = | q(t) cot 上 一 < q: + 2C, (5. 13) 
aTiJ L, a 
其 中 C 为 某 常 数 . 


为 了 决定 C, 在 (5. 13) 式 中 分 别 令 z=—— coi, 相 加 并 利用 (5. 6),(5. 7) 两 
式 ， 得 到 
C= [9— G— DA. (5.14) 


其 次 , 应 用 第 一 章 $ 2 中 非 齐 次 周期 Riemann 边 值 问题 的 解答 ( 详 见 路 
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WELED, 可 以 求 得 满足 边 值 条 件 (5. 8) 的 在 ho 类 中 的 解 为 
X (z) ptt) t— 之 


Plz) + Q (z) = ani Jt, XT OD cot dt 
+2X(2)P, (tan =), (5. 15) 
其 中 
PAC) = C £" + С, 5" С, (5.16) 


为 4 次 任意 多 项 式 , 而 


X(z) = [I (tan — tan а (aa а), (5.17) | 


k=1 


其 中 根 式 可 任意 取 定 一 连续 分 支 ， 例 如 


lim tan" = X (z) = 1. 


ак 
x< 


将 (5. 13) 与 (5. 15) 两 式 相 加 减 , 这 样 ， 可 以 得 到 
X(z) рО) 1— х 


сої 


Pe) = Fari n XFO a 


a 


1 t—z 
dt + Zam, q(t) cot dt 


+ XCz)P, (tan = )+ C, 


X (z) PO сор фа -L ; q(t) cot 一 dt 


Az) = Zani Ji, X(t) a 2аті 


+X(z)P, (tan ž)- C. 


(5.18) 
剩 下 的 问题 是 要 确定 Ce ,Cl，…,C， 现 在 ， 如 不 计 弹 性 体 的 整个 平移 ， 
2uC(ulz) 十 ip(z)) = Kp(z) — wlz) — (z — z) le). 
BH r El 上 的 正 、 负 侧 时 ， 
2uCu*(t) +ivt(t)) = rota) – wt), tEh. 
щй, EIER, 便 得 
2р[и (0) іо GO J, = elpt a], —[ot@ 1, 


_ | +04 | поа, 
因为 &(z) 与 w(z) 为 单 值 的 , 且 其 正 负 侧 边 值 在 a, Mbo, 处 分 别 有 相 同 值 ， 故 
必 
[ut (2) + ют], = Lu (0) + io (2) J, » 
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所 以 ， 
ef ta) -0dr |, 0+0) фаера = 0, 
k=1,2, n, (5.19) 
由 此 , 可 以 得 到 关于 CoC aC, лп 个 线性 方程 . 
ЖУК, 利用 位 移 的 准 周期 性 , 例如 , AL 和 A_ И 2.6 + ғ 9] = ат 
的 直线 段 , BE | z | 充分 大 趋 于 十 coi 和 一 ooi, 又 可 得 到 两 个 方程 : 
2и[и(=) + =), = к Lez) Ja, 一 [e(z)J,, 
= e | Pde- | ocodz 
= unq, (5.20) 
其 中 9 由 (2. 29) 式 确 定 . 

由 位 移 的 单 值 性 , 立刻 可 以 知道 (5. 20) 中 的 一 个 方程 立即 可 以 从 另 一 个 
推出 ， 只 要 考虑 = 沿 图 2.6 中 的 矩形 变动 一 周 时 位 移 增 量 为 0 即 可 . 因此 ， 
(5.19),(5.20) НАЖ л 十 1 个 独立 的 方程 ,这 就 正好 用 来 确定 Co ,Ci ，…， 
C,( 它 们 的 惟一 可 解 性 ， 从 力学 观点 来 看 是 很 明显 的 )， 问题 至 此 已 完全 解 
#. 

作为 一 个 特殊 情况 , 考虑 ”一 1 的 情形 ; 在 一 个 周期 中 , 设 只 有 一 条 裂纹 


ese <s И 此 时 ，(5. 18) 式 成 为 


Oz) = RCE) cot É dt 
UES а? 
С,тап Z + С 
1 f t—2z 0 a 1 
+—— | q(t) cot dt 二 一 一 一 一 一 十 C， 
2anij— RG 
Ë (5. 18)’ 
(=) = ИЕ PON RCE) cot É 2 at 
?2аті/В С). 
Cotan Z +G, 
1 a — 
-Af q(t) cot É Z dt 十 ЕС С, 
其 中 
R(z) = tan? 2 —tan? =, (5.21) 
а а 


BVRC) 在 用 周期 裂纹 前 开 的 z 平面 中 , 例如 可 取 定 这 样 的 一 个 分 支 : 
lim VRG) =+ 1/cos 2, (5.22) 
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或 即 ， 当 z 在 上 半 平 面 趋 于 : € y, 时 , VRO 取 正 值 的 那 一 分 支 , 亦 即 , 在 
(5. 18) 中 , VRG) 要 理解 为 取 正 值 . 

为 了 确定 Co С, , 最 简单 的 方法 是 ; 在 (5. 18) 的 第 一 式 中 以 z 一 士 coi 代 
入 ,并 相 加 相 减 , 再 以 (5. 6), (5.12), (5. 14) RA, 计 及 (2. 19) K, 即 可 得 到 


G = -zl p(t) /RG) dt — Mtt tiotan, (5.23) 


4 cos — 
a 


_«—l Ух (5.24) 


特别 地 ， É X = Y = 0, шас... = бу, To = Tio h. = his 这 时 ， 由 
(2.23) 与 (2. 22)， 便 得 


= 1 — re 
B= (hat Foo) PESSI 


9 


41 3 (5.25) 
_*+1, _3—< 
= 1 ће р 65: 
代入 (5. 14), (5. 23), (5.24) 式 后 , 由 (5. 18)’ R, 最 后 可 以 得 到 
. . 之 
Do (Toot ido) sin — MZSS rk lir, 
2 зв® sin Z 4 etl 
a a 
(5. 26) 


. . z 
(To tid) sin 二 
a 


Q(z) =— bele КТ ite, 
2 /sin EE sin 5 4 etl 2 
其 中 根 式 要 这 样 理解 : 在 如 前 剖 开 的 平面 中 ， 当 < 从 上 半 平 面 趋 于 上 € % 时 
取 正 值 . 
容易 看 出 ， 如 要 求 位 移 是 周期 的 时 , 即 g = 0, 则 由 (5. 25) 式 ， 应 令 
3 一 “or 
k+l’ 


这 一 点 可 如 此 理解 : 当 o > 0 时 , 即 在 和 周期 方向 作 垂直 的 拉 伸 时 , 为 了 要 
保持 位 移 的 周期 性 ,必须 在 = = оо: 处 作 和 周期 方向 一 致 的 拉 伸 ， 且 其 强度 


为 原 拉 伸 强 度 的 * 二 《 о. 


WREG. 26) RFS —+ оо, 则 可 得 到 全 平面 只 有 一 个 水 平 裂 纹 时 的 
TIAR: 


h. = 
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_ Cat oo) ha бо k—i IT oo 


Plz) = ЕЕ + 4 + 5, 
. А (5. 26)' 
Az) —— (т. 1с.) = _ how _ 《一 1 ir. , 


其 中 当 z 从 上 半 平 面 趋 于 : E” 时 , 根 式 取 正 值 . 不 难 验证 ,如 果 不 计 刚性 旋 
t, 此 结果 与 H. И. Мусхелишивили 的 结果 是 一 致 的 . 

这 个 周期 问题 ， 4n= 1 时, 曾 为 W. Т. Koiter 所 研究 , 但 是 , REER 
绞 上 无 外 应 力 情况 下 得 到 解答 的 . 


5.1.3 第 二 基本 问题 


可 类 似 上 述 方法 进行 求解 . 为 简单 计 , 下 面 只 考虑 在 一 周期 内 只 含 一 条 
BAY = [一 KAR. 此 问题 是 : 
ВЕНУ 上 下 上 岸 位 移 分 别 为 w+(z) tivt, НЕ Ж Ca GO) 十 
(vt (t))’ Wan AAS, 满足 Holder 条 件 , HEY, 上 的 外 应 力主 矢量 Xi 也 
BA, RAM z =— coi (从 而 z =+ coi) 处 的 应 力 . 求 弹性 平衡 . 
已 见 
2и(и + iu) = кф(=) —w(Z) — (z — z) BG). 
为 了 不 必 直 接 考虑 可 能 为 多 值 的 函数 pg(z),w(z)， 我 们 在 形成 边 值 条 件 时 不 
从 上 式 出 发 ， 而 从 先 对 上 式 就 工 求 偏 导数 ， 得 到 
диби! т) = eple) — AZ) — (z — z) WG), (5.27) 
ЖФ и.о 分 别 为 u,v 对 xz 的 偏 导数 . 
对 (5.27) К х М У 的 上 、 下 岸 在 zt 点 处 取 边 值 , WA 
KPF —Q7(t) = 2u(ut’(t) +ivt’()), 
кф (2) NATA) = pu E) + io (0). 
将 此 两 式 相 加 与 相 减 ,可 以 得 到 边 值 条 件 : 
[кФ – 000) T+ eb) – 000 1 = 2800, ten, 
(кф) Оа) 1 [кФФ- ФТ = 2000), t€ У, 5. 28) 
其 中 У, вр 为 Xm 上 的 已 知 函 数 ， 
ft) 一 ALCe+ 十 zx) 十 io+ 十 o)]， 
gt) = п[0(и1— u) +iCot—v7)’]. 
BR, Г, g(t) TE % 上 满足 Holder 条 件 . 
这 样 ， 可 以 求 得 
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Dle) = Е FORTO cot! 
2апкі JRC). 


І — 
1 g(t) cot 22 


+ 2акк/—1 a к/В С) 


+B— 3, 


(S. 29) 


Wn = (OV RC) ot 4 
-ARG Fj ° 


+ g(t) cot —* dt — 


2аті) —1 a JR) 
+«p— 4, 
其 中 


С, =— Lf SORO d 一 一 2 


9 
даті 2 cos L 
a 


(5.30) 
K(Y — iX) 


2064 Пап cos 2 


这 问题 (” = 1 BJ), H. F. Bueckner 曾 有 不 够 完全 的 讨论 . 
Е “对 周期 混合 问题 ， 也 可 用 类 似 方法 求解 , 这 里 就 不 写 出 具体 结果 了 . 


5.2 被 任意 形状 周期 裂纹 削弱 的 各 向 
同性 弹性 平面 的 基本 问题 


5.2.1 一 般 说 阴 


设备 向 同性 无 限 弹性 平面 中 存在 无 限 个 任意 形状 的 、 按 周期 排列 的 裂 
纹 , 其 周期 为 ax, 
考虑 一 个 周期 带 | Кез | 一 Тат, 设 其 内 含有 zp 个 互 不 相交 的 曲线 裂纹 


Ly 一 a,b,» k= 1,2,3", p, 并 取 定 自 а, 到 b, 为 正 向 ; 它们 都 有 满足 а 阶 
Holder 条 件 的 曲率 (之 +). i L, = Уш. жамат 
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Жим, 它们 的 并 记 为 上 . 
下 面 在 应 力 为 周期 有 界 ， 从 而 位 移 是 准 周期 的 假定 下 展开 讨论 ， 即 
2uCuCz+an)—ulz)) = 279, vle+an) = vlz), 
其 中 4 为 某 一 确定 的 实 常数 ， 
以 XË + iY£ 分 别 表示 在 L; 上 正 、 负 侧 边界 上 的 应 力主 矢量 : 


хи |. (XE+iY#)ds, k=1,2,.,p (5.31) 
(п AL, 上 的 法 线 方 向 ,为 弧 长 参数 ), 而 记 L, 两 侧 上 应 力主 矢量 的 和 为 
X, + iY, = (Х#+ Хү) +і(ҮЎ+ Yi), 
则 整个 二 上 的 应 力 合 主 矢量 为 
X+iY = SX + iY. 


k=l 
现在 , WER RR pg(z) ,Ylz) 的 一 般 表 达 式 . 
为 了 分 离 出 它们 的 多 值 部 分 , S 
2iz 21а 


е а е а 
— U 1 
diz Zib, + 


E (2) = 一 (1 z< р). (5.32) 
Iz Е 
ea е а 
ПР Zib, — 
ea — ес 


这 一 函数 把 以 Le 为 剖 线 的 带 形 | Re z | < ° 单 叶 保 形 映 射 到 5, 平面 中 某 有 
界 单 连 区 域 ( 原 点 在 其 内 ) 的 外 部 ,如 果 其 中 根 式 已 取 定 这 样 的 一 支 : 当 z 一 
一 coi 时 , 根 式 趋 于 十 1, НЯ L 的 简单 闭路 映 成 绕 过 5 一 0 的 
一 简单 闭路 ， 且 方向 保持 不 变 . 注意 这 时 t, C- col) 有 限 , 而 S, C— ci) = оо, 
TË, 可 用 多 值 周期 函数 

Z,(z) = log Ç, (z) (5.33) 
来 替代 (2. 8) ,(2. 9) 两 式 中 的 log sin +, 这 里 , 对 数 已 任意 取 定 一 支 , 但 


xz 平面 的 前 线 为 : 联结 一 oi 到 a, ИИ L, 到 bi (以 及 所 有 其 周期 合同 曲线 ). 
注意 


Б) аа (5.34) 
Şe C2) Е 2iz 21а 2iz 210, , у 
(еее) (6 ет) 


2,0%) = 
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其 中 根 号 要 这 样 理解 : 当 z 一 一 coi 时 它 趋 于 十 co， 或 即 
Z(H æi) = 0, Zi(— œi) = 2. (5.35) 


ВЈ L, 人 2102) 全 纯 , 以 ar 为 周期 ， 且 连续 到 L, 的 
两 侧 , 但 在 端点 ar rbr 处 有 元 阶 的 奇异 性 . 


TH, 类 似 于 第 二 章 2. 1 节 对 应 力 函 数 的 讨论 , 我们 便 有 下 列 一 般 表 达 
式 : 


p(z) = =p (X, + iY, Zi (z) 


— REED 1); 
+ @ (z) + Bz, (5, 36) 


P . 
K . 
Ф (=) = те 1) Ê 3 (X, —1У,) 2, (z) 


+ Уус, + iY,)Z; (z) 


mE 1); 

— 295 (z) +l) + (KP — B— 4) х, (5.37) 
其 中 m(z) ,J (z) 为 弹性 域内 的 周期 全 纯 函 数 , 且 在 z= 二 士 coi 处 有 界 . 由 此 ， 
还 有 


Ф(=) = -yam +iY,)Z, e) + Ф (0) +B, (5.38) 
K . ; 
(2) = me —1Y,)Z (z) 
+ et Me HC + =Z (2)) 


—Ф (z) — z@ (z) + C) + É — B— q), (5. 39) 
其 中 已 令 Gz) = plz), W, (z) = H(z). 


5.2.2 无 穷 远 处 应 力 的 讨论 
现在 有 两 个 无 穷 远 点 : z =+ coi. 首先 注意 ， 除 (5. 35) 外 ,还 易于 证 明 


lim 22" (=) = 0. (5. 40) 
其 次 ,既然 在 z =+ coi 处 应 力 有 界 ， 类 似 第 二 章 2. 1 节 的 讨论 ， 有 


Ни, 由 于 
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lim 2z@'(z) = 0, 


Zoo} 


将 (5. 38) SORE, 计 及 (5.40)， 即 知 


lim >zG60(z) = 0. (5.42) 
Z-=> 士 coi 
把 上 面 的 结果 代入 (5. 38) 和 (5. 39) 两 式 , WB: 
、 Y—iX 
Ф i) = вер T Ë 
(5.43) 


(к 1)У +i + 1) X AA 
~ir + «xB —В— д. 


如 前 , loys ty shy DIJERE z =+ coi Rho,,7,, ,0 НН. 由 (5.43) 以 
及 用 ФС), 2) 表示 应 力 的 基本 表达 式 ， 有 
A++ 十 ir+ 一 26 一 (一 1)8 十 g， 
_ GG— OY +i +1 X 


W(— coi) = 


h_+ir_= акк 1) (5.44) 

+2B— (z+ 1)8+ q; 

0+ 十 ir+ = (+ 1)É— 9, 

(5.45) 

сіт = ХЗХ e+ DB q. 

于 是 

= Y -r= 2 

о 9ф= ГТА, (5. 46) 
_ any 

тах! (5.47) 


一 116+ 1)А— (3 — eo] = Het Dh_— (3—к)о_]. (5.48) 


这 些 均 与 第 二 章 2. 1 节 中 的 讨论 一 致 . 
计算 8 时 , 不 能 直接 引用 第 二 章 中 的 公式 ， 因 为 在 这 里 P oi) 等 的 值 
与 那里 的 已 不 相同 . 将 (5.48) 代入 (5.45)， 可 以 得 到 
hits} . T4 Y— iX 


B= 4 _ РІ antl) 
h_to_ i т_ Ух 
一 i 人 5.49 
4 ‘1 an(x iy ) 


但 这 些 式 子 也 可 如 那里 一 样 直 接 导 出 , 只 要 考虑 闭路 k= 1,2,…, 记 ) 


第 五 章 弹性 平面 理论 的 周期 裂纹 问题 113 


EE L, , BERE LG Ak) 在 其 外 . 
5.2.3 第 一 基本 问题 


现在 假定 周期 裂纹 两 侧 上 周期 外 应 力 XO УЕ G € L) BM, FF 
设 它 满足 条 件 H*. 一 函数 FO) ЄН" 于 一 开口 弧 7Y 上 是 指 : 
F* (2) 
|t—c |" 
其 中 c 为 7 的 端点 ( 即 c = 二 a 或 5), НЕ" (0 € Н. 此 外 ,还 假定 , 例如, 在 
z = oi Ло т, BEBARA Most sh bq EA). 求 弹 性 平 
&. 


2 


F(t) = Є y, 0<а< l, 


ft@ =ft@ = :| + i¥t)ds, 


fO = fro = if (Xt+ vb dst от iYz)ds, 
t€ L, 1 =1,2,-*,р, (5.50) 
其 中 积分 都 是 沿 L 进行 ; 它们 都 是 可 延展 为 二 (所 有 裂纹 ) 上 的 函数 ,以 ar 
为 周期 . 
这 样 ， 与 (2. 35) 式 相仿 , 本 问题 是 要 求解 下 列 周期 边 值 问题 ; 
Ф) іф) Бф) = f+0) + С), 
ФР: (D + $ 0) = es 
这 里 C(z) 在 每 一 工 及 其 周期 合同 裂纹 上 均 为 常数 ,但 一 般 说 来 ，CGz + am) 
= Са), t € L. 事实 上 , 由 (5.36),(5.37) BX, BH 
ф(х + az) — ф(х) = атр, 


EL, (5.51) 


Р 
(z + am) — ple) = TDS (X; +i¥;)Z5 (z) 


—angy(z) + («eB — В— qan, 
因而 ,由 (5. 51) 立即 可 以 看 出 ，C(z) 是 准 周 期 的 : 
CG 十 ar) —C(t) = an| + 1)8— q] = ano,—it,). (5.52) 
现 将 (5. 36), (5. 37) 两 式 代 入 (5. 51) RP, 这 样 ， 可 将 边 值 问题 (5. 51) 
化 为 下 列 关于 周期 全 纯 函 数 фо (z) ,如 (z) 的 边 值 问 题 


GE + @— t) фу (1) EG = FEM фо), r€ L, (5.53) 
这 里 已 令 
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fi GQ) = рО) + Sa +iY,;)(Z#() — ката) 


= р; 


t—t yy DEG) 
+O —1Y;) Z;*@), (5.54) 


v(t) = C(t) — (B+ At — (KB — Ë — а 


= co а, + (UE sie, je (5. 55) 


由 《5.52) R, BR v(t) 已 是 以 ar 为 周期 的 函数 . 

不 妨 设 ( 这 只 会 影响 弹性 体 的 刚性 平移 ， 而 不 会 影响 应 力 分 布 ) 

Po (— coi) = 办 (一 cob = 0, (5.56) 

而 ФСЕ соі), д (+ coi) 均 有 限 . 这 样 , 我 们 要 求解 周期 边 值 问题 (5. 53), 并 
满足 附加 条 件 (5. 56). 

这 里 暂时 假定 eË G) € H, Gt) ot Е H* ( 以 后 可 以 证 实 这 些 假 
定 是 成 立 的 ). 

作 保 形 映射 


2iz 
a 


ли = ea, Bl z = 5: logw (5.57) 


Ziz 
( 当 上 ELo 时 , 记 zr 一 es ， 亦 即 上 一 921087, | argz|<r),， 则 弹性 平面 映 成 


w 平 面 ， z =+ coi Ри = 0, z =— œi Ж Т ш = оо, Ш 
ia, 21р, 
а; = еа, В = е (Gj = 1,2," р), 


Г; = 48, ЖГ, ЮФ, P= Sr. 这 时 Po (z) hy (z) PARA w PEAT 
НЕ, 

pi (w) = р (юм), os (w) = (108), 6.58 
它们 以 了 为 跳跃 曲线 ， 此外， 


(р 一 gy t O + 于 = 2: 


tg (0). 
如 记 C(t) 在 L ŁBA Co, Bp Co (2) = Cy» i Е L; G = 1,2,: p). 现 


在 又 可 记 Co (т) 一 Co (tO, 亦 即 Co (т) = С, TE Г, G = 1,2, p). 注意 
到 (5. 55) 式 ， 于 是 (5. 53) 式 成 为 
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фе (т) — 2а | r | pe f G) + 2: ECO) 


= 一 gly thy) In| r |+ (сіт) агат] 


+ С (0), r€ T (авт |< я), (5.59) 
其 中 
Пе = ft (Z ogr) 
2i . 
= f*(logr)+ ==. (X, + iY, ) (ZZ * (r) — k ZZ (9) 
тп | z . = 
PIP — iy,) РЕ, (5.60) 
这 里 
ZK Cw) = log Sf (w), 
而 


ЕЕ 
其 中 根 式 、 对 数 的 单 值 支 前 面 已 一 意 取 定 (由 = co 时 , 根 式 的 值 为 十 1). 又 这 
时 (5. 56) 成 为 
g (оо) = g (co) = 0. (5.61) 

还 要 注意 , (Exo = 0 处 现在 9 Go) 4 (и) 均 保 持 有 界 ， 因 为 卫 不 通过 点 
w= 0. 

RE, 我们 的 问题 就 化 为 w 平 面 上 (以 古 为 跳跃 曲线 ) 的 边 值 问题 (5. 59), 
且 要 求 满足 附加 条 件 (5. 61); 由 假设 , BA g € H, ge € H'. 

边 值 条 件 (5. 59) 还 可 改写 为 


Сфи (т) pe) — rln | z | (eft — фе (0)) 
+ tla) — de (т)) 
= Е (г), 


Сфи (0) +e; (O) — rln | r | (Get (т) — gT a) 
+ ti) +487) 


= Gë (0) —al(ty+ih,) In| rz |+ (т. )агвт] + 2 С (z), 
r€ P, (5. 62) 


这 里 ， mr € D Bh 
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271 | z | X; + iY; , 
retl) /G—ay@—B) 
Gi (r) = FF + fr) 


Fo (г) = Еў (z) — 


: Bete s (5.63) 
+ ту 0 iY, (2° Cr) ФЕЙ, (r>) 


kj; 
— Zn] zt} sy X, + iY, , 
met) 5 0а) д0) 
其 中 已 令 
F* (z) = Е; (7) 


X, + iY, *+ — *— | 
et pt O ZTO, тег. 


ТЕ (5.63) М/С — о) (т B,) 应 理解 为 
а 


Сю aw — B) = Go— 8) ae 


Щи Е Г, 的 正 侧 趋 于 其 上 一 点 z 时 的 极限 值 . 
由 于 对 ХЕС) УЕ 的 假设 , BSC € H, расо € 五 *， 且 
由 (5. 50) sh. 易于 推出 
limF; (rt) = 0, тру (17) = 0, ј= 1,2,,p, 


х—а, 


注意 , 利用 


一 frt (n) — J; (0) 十 


| tin | т | ат 

г (та) (= 8) (7 — To) 

=f tln | т |— mln | z | z 
r 


J (t—a;)(t—B )(t— т) 


+ tla | || dr 
°” 0 JryG Ua C B GO n) 


易于 证 明 : 在 rm = 0;,8 附近 , 这 积分 CH, 其 导数 Cc 五 ”( 人 参看 路 见 可 [6] 
或 Мусхелишвили [2]). 因此 ， 如 令 


or (w) = Lf 29, (5. 64) 


2ті)гт— w 
ola) = eB) = 0, д=1,2, р. 
这 样 , 可 将 边 值 问题 (5. 62) 转化 为 下 一 奇异 积分 方程 
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1 e@® dr+ [осой log 二 ° 


Til Pr r— Т0 


Lf ac а 219151 ln | в | 


T— To 


1 [ Fo @ 


~ Pril r T— Ty 
+ (Gc + ir, argen] — С (т) (т), тє Г, (5.65) 


其 右 端 E Н, 且 有 导数 € Н". 或 者 , 把 左 端 最 后 的 积分 改写 一 下 ,并 改换 
一 下 Co (z), 奇异 积分 方程 (5. 65) AMAA PIT: 


Кр= 1 CD а а | pod log = 


пгт To 


dr— +G (to) Саі) In а | 


а [2 |— 1 | z | 
T— To 


+2 ace) d 


_ 1 ЕФ (т) 


2кіЈг т— ту 

+ (o+ it, ) arg to] – Cr (z), (5.66) 

易于 看 出 , 方程 (5. 66) 左 端 第 二 项 是 Fredholm 核 的 积分 . 今 说 明 第 三 
项 也 是 的 , 因为 


dr r— +G (75) + £ pity + ) ln | 70 | 


1 
logr— log To log r— log zx — —(z— to) 
dlogr 一 logm SSF т, 


T—T (е— т)? 
ще r Bt, 右 端 dr 的 系数 趋 于 jz， 又 


logt—logt  t—7,/logr—logt\ /logtr—logm\ үт т 
w ro (Se) + (зави) (2). 

将 上 面 两 式 相 加 ， 可 推出 我 们 的 论断 . 

因此 , 方程 (5. 66) 为 一 正则 型 奇异 积分 方程 , 要求 在 hs, BPR, м 
即 要 求解 必须 在 丁 的 所 有 端点 处 有 界 ( 术 语 见 前 述 文献 )， 

首先 指出 在 现在 的 情况 下 , 应 用 与 H. И. Мусхелишвили 相 类 似 的 方法 ， 
不 难 证 明 弹 性 平面 的 第 一 和 下 段 中 的 第 二 基本 问题 解 的 存在 和 唯一 性 定理 仍 
成 立 . 其 次 , HT P 5385 L. 相似 的 性 质 ， 因 此 , TIER, 在 方程 (5. 66) 
中 诸 常 数 Co (к) = С, To € D, j= 1,2,…,p, 适当 地 一 意 选 定 后 ， 它 有 
唯一 解 pC(r)， 再 通过 (5, 64), ， 即 可 求 出 ge (и); ms Си) 可 由 下 式 算 出 : 


g Go) = 去 | (осо) Lf POCO е (5,67) 
Ww . 
最 后 回 到 z 平面 上 来 ,问题 完全 解决 


—w 2mjr r— 
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5.2.4 第 二 基本 问题 


现在 假定 已 知 裂纹 两 侧 上 的 位 移 и (+) ЕН, RFA EH", 
且 设 位 移 为 准 周期 的 ， 即 满足 (5. 31) 式 , 其 中 q 为 已 知 实 常数 .又 设 c+ ,r+ 
均 已 知 ; 此 外 , 还 假定 X 十 这 已 知 . FE, 由 (5. 44) ~ (5.48) 5, В,0_,т_, 
һ 也 均 已 知 (或 者 , KEM oj ,rj hy ХУШ). Ж, 还 要 假设 
и (а; = u laj), оа) = u (а), 
u*(b;) = и (bj), vt (b;) = (6,), | 
在 上 述 条 件 下 , 求 弹 性 平衡 . 
这 时 ,此 问题 可 转化 为 在 h, 类 中 求解 边 值 问题 
— rpt) +19 00) 9+0) = ftG), tEL, (5. 68) 


= 1,25° ap. 


其 中 
ft) =— 2и(и (0) + ipot (0). (5. 69) 


要 注意 到 ，(5. 68) Rina EA, 3 Be an 时， 它们 
同时 有 改变 量 一 ar9. 

不 妨 仍 设 go (一 coi) = 0. 但 是 由 于 现在 不 能 有 刚性 平移 的 任意 性 (旋转 
更 不 容许 ), 因而 ,对 于 加 (一 оо), RARER, 不 能 再 作 别 的 限制 . 

现 将 一 般 表 达 式 (5. 36) 与 (5.37) RAC. 68), 可 以 得 到 边 值 条 件 : 


~ro + aD ФЕ НО = fe, r€ L, (5.70) 


其 中 
t—t . FET ЕЕ: _ 
ТЕ i¥,) Ze) + (8 — В) — t), (5.71) 
注意 , 现在 I 
ГЕО = fE + qt, (5.72) 


已 是 以 ex 为 周期 的 函数 ,从 而 fç CO 也 是 的 . 
作 保 形 映射 (5. 57) BF, 边 值 条 件 (5.70) 变 为 
—kpetD— 221 | т| Ф OHRT = fet@, ТЕГ, (5.73) 
这 里 , 由 (5.71) д, 


P 
PEO = EO орту 2 ti log | GEO | 


= р — _ 
-DX —iY,) Zt (z) + (кВ — D) In | КИ 
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其 中 已 令 ( 参 看 (4.72) 式 ) 
fita) = f* (5: logr)— 9 log r, 


这 里 logt 任意 取 定 一 支 , 例如 不 妨 设 Im logt = агрт, | argr |< x. 
现在 我 们 的 问题 成 为 ; 要 在 附加 条 件 gr (00) = 02 F, FE ho, 类 中 求解 
边 值 问题 (5.73). 这 里 , 仍 假设 gta € H, Bt ОДЕН’. Ш 
В, Xi Yi Xi Y 都 是 待定 常数 (由 于 义 十 广 已 知 ， Am X,Y, 可 用 
这 些 待 定常 数 表 出 )， 
为 清楚 起 见 , 将 (5.73) 式 改写 为 
КС Ст) ~ ())—2zIn|z| ge (т) gp T a) 
+t (0) фи MI=FE (0), 
коф T (z) фї (т)) —2т1а|т| (Cpe (т) фу (2)) 
ФТТ (0)) =G (т), 
#5 (05.74), 34 r> € Г, 时 ， 
2rln | т| X; +i¥ 


nk 1) VD 


Gë = РЕС) + ff G) — 3) CX, —iY,) log | t) | 
х(к ETD De 


тЕГ, (5.75) 


Fy (т) = F* (т) 一 


— 2 | ris X, + Y, 
ко /@-а)а-В) 
+ 2а1(к8 — В ш|т|, (5.76) 
这 里 已 令 


—  —  — _ Ë 
F* (г) = fr * (z) ФУ +iY,) In| t | 
k=! 
— rt {se а 
2к ? . a+ 
— тер 24 МЮ In | +00 |, Ter. (5.77) 


ЕЁ, £ ф Go) 由 (5. 64) 式 表 示 . 类 似 地 , 由 (5. 75) 式 可 以 得 到 奇异 积 
分 方程 


l| £@ _ dr 十 pal pled log = 


xi rT— 1 


-4f rie 
T— To 
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1 Fo (dr 1... 1 А 
~ Penile тту — 3,0 (DD) — О + iD2)s и ЕГ, 


其 中 Di + iD, 为 待定 复 常 数 ; 这 方程 也 可 改写 为 下 列 形式 : 
Ко = sj. LO) dr 十 za ed log r 


r— 
T — To 2ni To 


т — 


In| т |— 1 | zç | 
T— To 


to 


1 Ро (dr in, 
=— |, < + 566 (to) 


2eniJr T — To 


+207 +11), HET, (5, 78) 
这 里 已 令 
РЕН = Lf рса In | = |— (D, +iD,). (5.79) 


显然 , 方程 (5.78) 为 正则 型 奇异 积分 方程 ,其 中 含 2p 个 待定 实 常数 XX ， 
У, , X, oY, 和 Dr DI. 和 上 上 段 论证 相 类 似 . 可 以 证 明 此 方程 在 h,, 类 
中 唯一 可 解 . 

Щщ p(t) RIA» go Cw) Н (5. 64) 式 给 出 , 而 这 时 , dy Ca) 要 用 下 式 算 
Ш: 

Фо Cw) = 去 | ee 十 2rln [т | o) = 
l Fy (0) 
2nyr t—w 
其 中 р, + iD, 通过 已 求 得 的 常数 D: +ш; 从 (5.79) RAW. 最 后 ， 回 到 z 
平面 , 问题 便 完全 解决 . 

如 果 同 一 周期 中 , 各 裂纹 上 的 位 移 只 精确 到 一 常数 项 (各 裂纹 上 的 常数 
WARM), 而 补充 已 知 各 裂纹 上 的 周期 外 应 力 合 主 矢量 , 则 方程 (5.78) HE 
式 将 与 上 段 所 得 的 更 为 相似 

例 5.1 考虑 水 平 共 线 周期 直 裂 纹 情 况 ， 


BR Ly = 六 已 为 一 个 周期 带 | Rez1 一 经 内 在 实 轴 上 的 一 些 互 不 相交 的 
k=1 


线段 . 
现在 |1z1= 1, 因而 


dz 十 D. +10, 4 
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这 时 械 为 | + | 二 1 上 的 一 些 弧 段 ,而 方程 (5. 66) 成 为 


Iep т FEO, тора, 
ni promt 2niJr T— т, dr > Go 《ro ) 十 z (9+ 1+) arg To 


+ F io, ) logt — Сг (m), 
т Є Г, | argm |< x, (5.80) 
А С; (z) = C; (z € Г) 为 新 的 待定 常数 . 

这 一 问题 是 修改 了 的 Cauchy 型 积分 反 演 问题 ， 因 此 ， 可 按 H.H. 
Мусхелишвили 所 提供 的 方法 求解 . 或 者 , 也 可 转化 为 简单 的 Riemann 问题 . 
最 后 可 将 解答 写 为 封闭 的 积分 形式 .其 结果 将 与 (5. 18) 相符 合 ( 当 p= 二 1 
вр. 今 讨 论 从 上 略 . | 

015.2 周期 的 共 线 铅 直 直 裂纹 情况 . 


, | 
现 设 L = SL, 是 虚 轴 上 的 一 组 互 不 相交 的 线段 ,这 时 ,了 为 正 实 轴 上 
k=l 
的 一 些 直线 段 (r € ГЕЗ). 
此 时 ,方程 (5.66) 成 为 
ТГ e dr+ рап 


NiJr T— To T— т, 
1 Fs (г) 


2 2nijr t— Tt 


dr— +G (z) 
++ thy) Int — С! (z), в € p, (5.81) 


方程 中 rm 均 为 实数 . 
求解 方程 时 ,可 先 把 它 分 解 为 e(z) 的 实 部 与 虚 部 分 别 所 应 满足 的 方程 ， 
然后 对 此 方程 组 可 用 近似 方法 求解 . 这 种 近似 求解 法 例如 可 参阅 Baker [1]. 


5.3 被 周期 直 和 裂纹 削弱 的 无 限 各 向 
异性 弹性 平面 的 基本 问题 


5.3.1 一般 说 明 
设 各 向 异性 无 限 弹性 平面 内 ， 存在 着 分 布 在 工 轴 上 、 互 不 相交 、 长 为 2 
(王爷 )、 且 以 sx 为 周期 排列 着 的 无 限 条 直线 段 纹 Le 一 0, 廿 1, 士 2,…)， 
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+оо 
如 图 5. 1 所 示 , 其 总 体 记 为 L; = У) Lou Ж L, NE — I< z < L, LE 
k 


一 一 co 


xz 轴 上 的 相 补 部 分 记 为 工 ， 而 Lo 在 一 个 周期 一 字 < z< 分 中 的 相 补 部 分 记 
X Los НЕА 


在 z =+ oi 处 的 应 力 zy( 士 00i) + ie, ( 士 coi) 应 理解 为 rs (2) + io, (z) 
№ z= z+ yi> oi (| х EE, у = оо) 时 的 极限 值 ， 我 们 恒 设 应 力也 是 


周期 的 ， 在 一 个 周期 带 So: | Rez |< % 上 的 平衡 条 件 为 


st ood) 0,0—0 一 二 | (оў) od (5,82) 


ty (Hi) — ta (= i) = ES (с -т 4. (5.83) 


我 们 还 恒 设 位 移 也 是 周期 的 . 这 一 条 件 相 当 于 
[u (z) 十 iv(z)]4, 一 0， (5.84) 
HHA, 为 图 2.6 中 自 左 至 右 的 有 向 线段 ; HAR, Чл, 分 别 在 上 、 下 半 平 
面 上 下 或 左右 平移 时 ， 此 式 左 端的 量 不 变 . 

我 们 还 指出 : xz 二 artiy ES 等 价 于 zi = z+ yflz=; = z+ zy 5, 
因而 既然 复 应 力 函 数 ФС) 和 WC xy) 分 别 为 和 z; 在 S 中 的 全 纯 函 数 ， 故 
G(z) 和 We) 也 是 z 在 S 中 的 全 纯 函 数 ( 一 切记 号 均 同 第 三 章 ). 

不 妨 设 Imp; > 0 G = 1,2). ЖЖ, z 在 上 (下 ) 半 平 面 时 , z, 和 z; 也 在 
上 (下 ) 半 平 面 ; 反之 亦 然 . 

我 们 只 限于 讨论 实用 中 常见 的 第 一 基本 问题 ,由 周 期 性 假设 , 讨论 只 须 
限于 一 个 周期 带 S tF. 


5.3.2 周期 法 向 载荷 情形 
现 设 在 工 两 侧 已 给 法 向 周期 载荷 , MEL ER BOS OE H, MiO = 
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0; 并 为 简单 起 见 , 设 在 工 两 侧 上 总 载荷 相等 (这 在 实际 问题 中 常见 , 这 时 
Фа) Ж Cz.) 是 单 值 的 )， 即 

l í 

[ооа f aç wee. (5. 85) 

一 一 ! 

TE, 平衡 条 件 (5. 82) 成 为 c, (十 œi) = cy (— oi), 
这 时 ， 当 之 一 zí = z = t 在 并 轴 上 时 ， 由 (3. 4) 式 知 ， 
Re{u,6* (1) + №9} = 0, tEL. 

但 u O(z) + u (z) 作为 z E S 时 的 全 纯 函 数 , ИА, CE S 的 边界 即 
LBE, 负 两 人 出 上 的 边 值 实 部 为 0, 故 知 


J Bz) + py Wz) = С, z€ S, (5.86) 
其 中 C 为 某 实 常数 ; 亦 即 
Wx) =— 1) ГС, хє 8. (5.86) 
H2 2p 
将 它 代 和 人 (3. 3) <, 得 知 
o, (z) = 2Re{ B(x) — 0) | C, 35, (5.87) 
2 
这 里 已 令 
C =— св; |. (5.88) 
#2 
这 样 ， 当 xz = t€ І МЕ, 便 有 
go) = ве ИФФ] С’, r€ L, (5.89) 
2 
或 即 
сі (0) = Р Me ъс KOE С, 
tE L, (5.90) 


0a) = Ё om He TM gy + BR pyc. 


E RERO = Ф- (0), Ф- (0) = a, 而 Ф(=) = ФС) 为 S$ 中 的 全 纯 
РЖ, 将 (5. 90) 中 两 式 相 加 减 ， 


= Lote) ZIM g Eo) 


+ (2 —*o- (Q) +42 ф- о) 
He 
= 2f, G) +2C’, rel, (5. 91) 
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(А+ — о А ato) 
ГАРА He 


一 (222-0 -4^ D-0) )= 26,0), (5.92) 

其 中 已 令 
AD = +G +850), (5.93) 
gilt) = FOF) —o,), (5.94) 


A E) = ФС) 是 S 中 的 全 纯 函 数 . 

由 假设 , ФСЕ сор APR, 从 而 Oo HAM; B Oz) 5 Oz) WHA, 
ж, | f 

由 推广 的 Plemelj AR, 周期 边 值 问题 (5. 92) 在 h, 类 中 的 一 般 解 为 


ат + 218, 


— Wo — и. — l — 
Me Macy BOM Do) = =| g (T) cot 2 
H2 H2 ami) — 


其 中 8 为 一 常数 . 在 此 式 中 把 z 改 为 z, HAMM, 左 端 要 变 号 , 故 知 B 为 
引进 典 则 函数 X(Cz) = /R(z), 其 中 


Ю(=) = tan? 二 一 tan? 


X(z) ES PHA, /R (z) 在 用 二 前 开 的 = 平面 中 可 任意 取 定 一 连续 分 支 ， 例 
如 ， 取 定 这 样 的 分 支 ， 使 


Z 


lim 1 =+ cos L, 
= /R(z) a 
这 时 
tan = 
lim = 1, Cx) 
z+ 人 VR (z) 
周期 Riemann 边 值 问题 (5.9 91), 在 ho 类 中 的 一 般 解 为 
He сеу 4 Ë x) 
Hz 


(z) + С) VR cot 一 < dr 


с 
KG Sh 


2(Cotan = +C, ) 
м“, є 8, (5.96) 
МЕК (=) 
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其 中 Co ,Ci 为 任意 常数 . 由 于 z AL, 的 上 侧 趋 于 其 上 任 一 点 上 时 ， 很 明显 
(5. 96) 式 左 端 以 及 右 端 的 第 一 项 的 极限 值 均 为 实数 ,所 以 C, 与 C, 必须 为 实 
常数 ,注意 , 在 上 式 中 , 积分 号 下 出 现 的 /R(T) 应 理解 为 z 全 区 了 


将 (5. 95) 式 与 (5.96) 式 相 加 ， Ma 


_ H2 
P(z) = ии = g, (z) cot £ 


Z dr 


—— (f, G) + C) /RG < dr 
2ani/R(z): =l. A+ 7) cot “= 


Cotan Ž + O, | 
— i 


+ (5.97) 
V R(z) 
再 由 (5. 86)’ R, 便 得 
| 1 f т— х 
(=) = = Pr (т) cot dr 
1 : / T— z 
— ()+C) VR — d 
t= ал a D cot a i 
Catan Z + С, . 
: C 
+ = 十 认 | +Z. (5, 98) 
VRG) | 2и 


下 面 的 间 题 是 要 确定 实 常数 C,Co ,Cl 和 有 我 们 要 利用 条 件 (5.82) 和 
(5.84). 在 应 用 这 些 条 件 之 前 , 注意 下 列 等 式 : 


1 l dz L 
—— w =+ cos 一 ， =+ an cos 一 ， 
VR(+ œi) a А+ VR (=) a 

tan = cot — 
a 


. 1 
dz = ami cos 一 
a 


— 2 dz = — 4 

4+ /R (z) 7 A, VR(z) 

《以 上 诸 式 中 , 把 Е z, 或 zx; 时 也 成 立 ). 
先 考虑 弹性 平衡 条 件 (5.82). 由 (5. 87) 式 ， 


a, (+ oi) — a, (— œi) = кее А 1 (ФСЕ ci) — Ф(— ee) | 
此 式 左 端 为 0. 又 因 现 在 


i 
| aa ede = o, (5. 99) 


126 平面 弹性 周期 间 题 概论 


故 由 (5. 97) 式 ， 从 上 式 便 知 
С = 0. (5. 100) 


条 件 (5. 83) 现在 自动 成 立 . 
再 考虑 条 件 (5. 84). 由 (3.5) KR, Auw], 一 0 可 得 出 同一 方程 (注意 


(5.99) 和 (5. 100) 式 已 成 立 ) 
Ке Pte TPMT p, cos £ + C'Q cos 2. + ari (Cocos 二 + 有]| 
a a a 


He И 
2 M2 


类 似 地 ， 由 (3， 6) 式 ， EOR =0 也 可 化 为 同一 方程 


Re а АР оо са 十 CQ cos + + ат (С, соз L +8) |} 
He 一 向 a a а 
С ве, (5.102) 
2 He 
其 中 已 令 
F, = 到 | f(D VR dr (5. 103) 
为 一 已 知 实 常数 ， 而 
Q= | VR dr (5.104) 


为 一 与 边界 条 件 无 关 的 已 知 实 常数 

为 要 确定 CCC 由 (5. 88) 式 与 C 联系 )，Co 和 8， 现 在 只 有 两 个 方程 
(5.101) 和 (5. 102). 所 以 ,为 了 解 的 唯一 性 ,还 应 补充 一 条 件 ， 例 如 ， 可 要 
R a, (+001) (= 6, C—coi)) = om 为 一 事先 已 指定 的 实 常数 . 由 (3. 2) А, 这 个 
补充 条 件 为 

a, = 2ке сор |— Ç, 
He 

再 由 (5. 97) 式 ( 并 注意 到 (5. 99) 和 (5. 100) =>, 便 得 


COS 


om = А (> +С) /R@)dr—C’, 


亦 即 


2 cos L 
в, = а (F, + C'Q) — C'. (5.105) 


an 


易 证 
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2Q cos L 


a 
ax 


0 < < 1, 


故 由 此 立即 可 求 得 C АТС. 

这 样 , 将 (5. 101) 和 (5. 102) 联 立 , 便 可 求 出 C, 和 8, 问题 完全 解决 . 最 
ЈА, MJ Ж ФС) (在 (5.97) 式 中 把 z 换 成 z1) MWe.) CEG. 98) 式 中 把 
zx 换 成 xz) 就 完全 求 出 了 (注意 已 知 C, = 0). 

如 果 在 二 上 已 知 的 是 法 向 对 称 载 荷 , Bot (0) =s; (1), We, (0) =0, № 
将 简单 些 ; 如 果 还 是 均匀 法 向 对 称 载荷 ， 即 al (2) = cy G) = const, WARK 
更 简单 . у. 


5.3.3 周期 切 向 载荷 情形 


现 考虑 在 工 两 侧 给 定 了 周期 切 向 载荷 的 情形 ,， 即 在 工 上 已 给 出 靶 G) € 
Н Ñ o£ G) = 0; 并 设 
[абое = | ca, (5. 106) 
这 时 平衡 条 件 (5. 83) 成 为 
Try (+ col) 一 Try (一 ео). 


当 z 一 上 在 z 轴 上 时 , 由 (3.3) 式 ， 
Re{@*() + Vt} = 0, £€ L; 


与 上 段 中 同样 的 理由 ， 知 


Wz) 一 一 @(z) +15, Е 5, (5. 107) 
其 中 DARKER, 将 它 代入 (3.4) А, ВМ 
ty (=) =— 2 Re{p Ple) + x (z )} — О’, (5. 108) 
其 中 
D’ = рВе(ін, }. (5.109) 
FE, 34 z = fE z 轴 上 时 , EA | 
TE, (0) = 2Ве{ (м, — mP} — р’; (5. 110) 


ШЕЕ L BF, WA 
G2 — щ)Ф+ (0) + G; р) ФУ (0) = rh G +D', r€ L, (5.111) 


(po — ш)Ф (0) + Ge а) St) = =Z, G) + D, ЕТ, (5.112) 
其 中 仍 已 令 Oz) = ФО). 将 此 二 式 相 加 减 ， 得 
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[её — Ot) + Ge — 1) Ф (0) ] 

十 [Ge — 87 (2) + GG; — Hh) @ (t) ] 
=2f,G)+2D', t€ L, (5.113) 

Со — щ)Ф (0) — (G; — r) Ф (22 ] 

— [Gy — 48" (0) — Ge — gr) $ GD] 


=2g G), t€ L, (5.114) 

其 中 已 令 
户 (D = Та +15), tEL, (5.115) 
ва) = 0 00—050), EL, (5.116) 


我 们 要 求 (5. 113) 和 (5. 114) 在 ho 类 中 的 解 . 
由 推广 的 Plemelj 公式 ， 周 期 边 值 问题 (5. 114) 在 ho 类 中 的 一 般 解 为 
(uo — u Elz) 一 (人 一 页 )G(z) 


l — 
|" р, Ст) cot "Еф, <€ S, (5.117) 


> Danis 1 
其 中 , 与 上 段 相同 的 理由 , 7 为 一 任意 实 常 数 , 而 周期 边 值 问 题 (5. 113) 在 ho 
类 中 的 一 般 解 为 | 

(ро — py B(x) + (Ç; — а) Bz) 


l. (fs G) + D') /R(2) cot 一 < dr 


ami = 

2(Dotan = + р.) 

AU @ 
VR(z) 


其 中 Do ,Di 为 任意 实 常数 ， 
将 此 二 式 相 加 , 便 得 


plz) = 1 {al в, (0) cot 二 


十 (5. 118) 


Z dr 


Me — ш | Zani 


Z dr 


UES Cfo G) + р’) МКС) cot £ 
2ami /R (z): 


Dotan = +D, 
+1793 
КС) | 


十 (5.119) 


再 由 (5. 107) 式 ， 
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1 1 f т— 2 
ro = а вабо co P dr 


1 z , Т — z 
| (ро + D) VRG@) cot d 
zai Ra E ea 


агана (5.120) 
VRG) 2 : 
如 同上 段 , 由 弹性 平衡 条 件 (5. 83), MA 
[асов = 0, (5.121) 
可 证 得 
D, = 0; (5.122) 


而 条 件 (5. 82) 现在 自动 成 立 ， 位 移 周期 性 条 件 (5. 84) 现在 成 为 下 列 两 个 实 
方程 ， 
Ке 2 —22/ F, cos + + D'Q cos + + ani(Dycos + + 7) ] 


22 — Р 
anD : 
+ < Верь} = 0, (5.123) 
Ке ET F, cos -É + D'Q cos È + ani( Dacos + +7) ] 
pa — fy a a a 
十 м Refigs ) = 0, (5.124) 


其 中 已 令 
F, = + | fe VR dr. (5. 125) 
此 外 , 还 应 附加 要 求 例如 rw C+ coi) (rz (一 coi) = то 为 一 事先 已 指定 
的 实 常数 ， 由 (3.2) 和 (5. 107) R, 得 


2cos 全 
r = = (F, + D'Q) — D', (5.126) 


由 此 便 可 求 出 D Втр. 
将 (5. 123) 和 (5. 124) KZ, ETIR H Do Ay, 问题 完全 解决 . 最 后 应 力 


РА ФО) (在 (5. 119) 式 中 把 > 改 为 z; ) MWe.) (在 (5.120) 式 中 把 z 改 为 
22) 就 完全 确定 了 (注意 已 知 D, = 0). 
如 果 在 工 上 已 知 的 是 切 向 反对 称 载荷 , BP ch G) = r> G), И а, (0) = 0, 
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解 将 简单 些 ; 如 果 还 是 均匀 切 向 反对 称 载 荷 , 即 rL GO = rZ G) = const, Д] 
解 将 更 简单 . HAR. 

注 1 在 本 节 中 , 位 移 周期 性 条 件 如 改 为 准 周期 性 , 且 准 周期 加 数 为 事 
先 已 给 定 的 实 常数 9， 则 所 论 方法 完全 适用 . 

注 2 ”如果 在 工 的 两 侧 有 一 般 的 载荷 t G) іс С), 且 总 载荷 主 矢量 
AMES. FAR, WU ERB, 便 可 求 得 解答 ， 不 再 重复 . 

注 3 如果 条 件 (5. 85) 或 (5. 106) 不 满足 , 则 ФС, > #l (z) BEAN, 
这 就 需要 先 将 它们 的 多 值 部 分 分 离 出 来 , 再 进行 如 上 的 讨论 ,这 里 从 略 ， 


5.3.4 应力 强度 因子 


对 于 了 解 在 裂纹 L 的 尖端 周围 的 应 力 分 布 ， 特别 是 其 奇异 性 的 性 态 , 尤 
ABE. в 
х= 14 гсоз0, у= I+ rsin0, +> 0, 
其 中 > 与 半 裂 纹 长 度 ! 相 比较 是 很 小 的 , 极 坐标 > 与 2 分 别 表 示 自 裂纹 尖端 的 
径 向 距离 与 径 向 线 和 裂纹 前 缘 的 夹 角 . 
EEA, ща == /时 


1 
7 1 
(tan? 23 _ tan? 2), ~ sec’ 2 [27 (созӣ + и; в) ]2, j = 1,2. 
а а 


这 样 ， 关 于 裂纹 两 侧 上 线 向 或 切 向 载荷 周期 边 值 问题 的 应 力 函 数 可 以 写 为 


Фоа) = on, 
cos sin} j=1,2 «08, 
gG = +o, 


[r (cos 0+ и; sin 0) ]2 
(5. 127) 


其 中 
L l 
Rife cos а ka cos а 


= ———P F, = 一 一 一 一 一 一 ,中 
2 /2 (u, — ш) 2/2 (pu, — ш) 


F, 


k i cos L ky cos + 

= 4 „К 
G, = » Gz = = 2. 
2V2(m 一 必 ) 2V2(m — He) 


Ф 这 里 的 FF, 和 前 两 段 中 表示 的 无 关 . 
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应 力 强度 因子 &;(j = 1,2) Я НН ВХ Oz) R Ve) НЯ. 从 
(5.97) 或 (5.119) СЕН z KHz), SHA 


1 
Е = (№) lim (tan 2 — tan 2)" ox), 
He z to a 4 


1 (5.128) 
k, = 242 Cu — м) lim (tan 2 — tan 2] oe), 
zı ly a a 
ть Я 上 的 一 点 . 
男 一 方面 , 应 力 强 度 因子 k , 也 可 由 函数 Ve) 表示 为 
1 
_ ш 0 \ |. 2, b 12 
k, = (п ) Jim (tan > tan ) Wz); 
(5. 129) 


1 
Ë, = 240204 — ns) lim (tan 22 — tan 2)" 更 (za)， 


2—4 


34 а — co BF, ИГ z НЕК PASTA ЛЕН, 这 与 G. С. Sih 
和 和 H. Liebowitz [1] 中 的 结果 是 一 致 的 . 


第 六 章 
平面 弹性 的 双 周 期 问题 


在 工程 实际 中 ， 有 时 会 出 现 平面 弹性 中 的 双 周 期 问题 ， 与 非 周期 或 单 周 
期 情况 相 比较 ， 此 类 问题 远 远 没 有 充分 研究 ， 除 在 某 些 极为 特殊 的 情况 外 . 
Я И, 在 Koiter [2] +, 对 在 基本 双 周 期 平行 四 边 形 中 只 有 一 个 润 的 情况 ， 
讨论 了 复 应 力 函 数 的 表达 式 ， 提 出 并 求解 了 第 一 基本 问题 . 但 是 ， 当 在 这 平 
行 四 边 形 中 , 有 多 个 洞 时 , УЖО, 大 为 复杂 . 此 外 ， 当 在 其 中 不 
是 出 现 洞 而 是 出 现 裂纹 时 ,情况 十 分 相 蜡 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 对 各 向 同性 介质 的 双 周 期 平面 弹性 问题 , 在 一 般 情况 
下 作 一 简要 论述 , 包括 双 周 期 应 力 函 数 的 一 般 表 达 式 以 及 基本 问题 的 一 般 提 
法 . 这 些 结果 首先 发 表 在 路 见 可 [4] 以 及 稍 后 独立 发 表 在 郑 可 [1] F. 


6.1 预备 知识 


6.1.1 一 般 概 念 


设 wi ,wz 为 两 复 常 数 ， Im 22 “天 0， 在 某 区 域 D (不 一 定 连通 ) 中 的 函数 
F(z) 称 为 以 2m 和 20, ния 

F(z+20,;) = F(z), z€ D, j= 1,2; (6.1) 

当然 , D 本 身 必 须 是 双 周 期 的 , 亦 即 z € D ËR = +20; € D. 今后 , RNB 


设 Im 2 >0, ЖИ, 只 要 把 o, ВИ; 且 已 确定 w ,os 永远 固定 不 


对 任何 ze， 以 zo, zo +204 szo + 2a, + 2w + zo + 29 为 顶点 的 平行 四 边 形 
称 为 双 周 期 平行 四 边 形 (它们 以 反 时 针 向 排列 )， 特别 ,如 取 zo。 = 0 时 , 它 就 
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称 为 基本 双 周 期 平行 四 边 形 , 或 简称 基 
本 胞 腔 , 记 作 Po. Po ИЯ Го 以。 r 
反 时 针 向 取 为 正 向 , AMHRA Г, 
j= 1,2,3,4, WE 6.1 тж. 

点 Qmn = 2mo, +2nw, (т,п = 0, 
土 1, 土 2,…) 周期 合同 于 0 (mod 2,), 


一 般 ，2 + = = z (mod 2%;). 图 6.1 
一 函数 F(z) 如 果 满 足 
Еб +20) = F(z) фа, z€ D, k = 1,2, (6.2) 


则 称 为 在 D 中 是 双 准 周期 的 , 其 中 m ,az 是 两 常数 ， 称 为 ЕС) 的 加 数 . 
WHE P 中 有 pp 条 互 为 外 离 的 光滑 闭路 Li ,Lo，…,L。， 各 以 时 针 向 取 为 , 
Е]; L; 所 围 内 域 记 为 S$; (图 6.2). ic 
j=l 

而 St 和 S 分 别 是 SSM Sy 及 其 合同 区 域 

23+. 于 是 ，S+ 实 际 上 是 一 连通 的 双 周 期 
Р 

区 域 . 此 外 , BIEL, = >11, Wj L 29 Lo 
j=l 

及 其 合同 闭路 之 并 . 

一 双 周 期 函数 @(z)， 如 在 S+ 和 S- 中 全 纯 , 连续 到 其 边界 的 两 侧 ， 称 为 


分 区 双 周期 全 纯 函数 . 一般, z= co 是 Ole) 的 本 性 奇异 点 . 但 在 双 周期 问题 
H, “无穷 远 点 ”不 起 任何 作用 . 


6.1.2 Weierstrass 函数 


我 们 回忆 与 椭圆 函数 有 关 的 Weierstrass 函数 的 定义 与 性 质 ( 下 文中 要 用 
到 )， 见 于 许多 复 分 析 的 教材 中 ， 例如 Ahlfors [1]. 

一 个 亚 纯 函 数 ( 即 在 复 平 面 中 仅 有 极点 为 奇异 点 的 解析 函数 ) 如 以 2w 与 
2%, Я, ЖЖ. 

函数 


1 , 1 1 之 
EC) = zt 2, (a, Tn. tar) c6. 9 


称 为 Weierstrass Ç 函数 ， 其 中 >) 表示 对 所 有 整数 m,n 求 和 ,但 m= 二 n= 二 0 


т.п 
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除外 . 这 是 一 个 具有 单 极点 Onn (m,n 二 0, 土 1, 土 2,…) 的 亚 纯 函 数 ， 以 1 为 
留 数 ， 它 显然 是 奇 函数 . 当然, 它 不 是 双 周 期 的 , 但 为 双 准 周期 的 : 
Cz + 2w) = Sz) 27, k=1,2, (6. 4) 
Еф р = а), Ae 
2% Th — 20у р = Ti, (6.5) 
这 易于 将 留 数 定理 应 用 于 积分 元 ;| раб MIRE. © 
H (6.4) 式 , ЯМ СС) 是 双 周 期 的 , 我 们 定义 一 侦 函 数 
] 
Kz) =— VG) = >+ > (= 27), (6. 6) 
称 为 Weierstrass PRR, 它 是 一 椭圆 函数 , EP, 内 有 惟一 的 二 阶 极点 z = 0. 
经 逐次 求 导 ， 可 知 F(z) =— ИН (о) 是 椭圆 函数 , 在 Pu 中 有 惟一 的 & 十 2 
阶 极点 = = 0. 
下 面 还 要 用 到 另 一 函数 称 为 Weierstrass о 函数 , RIO", ELAM 


数 


a(z) =l arm 1 -十 5 |, (6, 7) 
ВНЖ m n RB, 但 mw =n = 0 除外 , 这 里 , 在 无 穷 乘积 
JO 中 出 现 的 因子 = 一 Quns 已 改 成 了 1-- 5-， 以 保证 其 收敛, oe) ERE 


双 周 期 的 ， 也 不 是 双 准 周期 的 ， 它 以 z= (nn (myn=0,+1,+2,°) 为 一 阶 
零点 , 而 满足 


olz + 2w) =— olz) Pn), k= 1,2. (6.8) 
实际 上 ， 显 然 
oe) = f(z). (6. 9) 


H (6.4) 式 , 因而 就 有 


o (z +2) 0 (х) 
一 一 一 一 -一 一 一 一 , = 1,2, 
2а) оба) 121 


由 此 积分 立 得 


Ф ШЖ Im = <0, 则 (6.5) 式 右 端 应 改 为 一 ri， 
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olz + 206) = CG,o(z)e°%*, = 1,2. 
在 此 式 中 令 z = — о. 并 注意 c(Cz) 是 奇 函 数 , 立即 可 得 C, 一 一 ex?% 因而 导出 
(6.8) =. 
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6.2.1 一般 说 明 


在 平面 弹性 的 双 周 期 问题 中 , 我 们 考虑 下 列 情况 : 弹性 介质 占有 一 双 周 
期 的 连通 区 域 S, НИЛ С S 边界 上 的 外 应 力 ) 也 是 双 周 期 的 ; 
o, (z+ 2щ,) = 0,(=), o lz +20) 一 ay(z)， 


r, (z +-2o,) = Tay (z), z€ 5, k = 1,2. (6.10) 
根据 推广 的 虎 克 定律 ， 位移 函数 g(z) = ulz) + ivl) 必定 是 双 准 周期 的 : 
g(z+2o,) = glot+e,, Ё = 1,2. (6.11) 


其 中 gi ,gz 为 复 常数 , Bele) 的 加 数 . 整个 弹性 体 的 刚性 平移 不 会 改变 这 些 
加 数 ; 而 绕 原点 的 小 旋转 即 在 z 处 的 位 移 为 jsz (|= |> 0 很 小 , 见 路 见 可 
[7])， 这 时 位 移 的 加 数 为 2iewi ,== 1,2, 这 仍然 不 会 影响 到 位 移 的 双 准 周期 
性 ; 当然 它们 更 不 会 影响 到 应 力 的 双 周 期 分 布 . 
设 弹 性 体 占有 如 图 6. 2 中 的 区 域 S = St, 或 者 与 S+ 类 似 的 区 域 S 但 P, 
中 的 洞 L ,Ls,…,Ly 所 围 的 内 域 换 成 了 p 条 互 不 相交 的 光滑 弄 纹 L; = GD, 
j=1,2.,p, ЖЕН а, 到 5; ARKE, WE 6.3 所 示 . 在 前 一 情况 ,用 
Xi + iY; 表示 润 S7 的 边界 闭路 L; 上 的 应 力主 矢量 ; 在 后 一 情况 , 用 Xi + iY; 
ERARA 两 侧 的 外 应 力 合 主 矢量 . 由 双 周 期 性 , 作用 在 Po 两 对 对 边 上 的 
外 应 力主 矢量 分 别 互 相 相 消 . 由 平衡 条 
件 , 应 有 
Sx, +iY;) = 0. (6.12) 
j=l 
Re P, 中 只 有 一 个 洞 或 者 一 条 裂纹 
At, WA X, + iY, = 0. 
我 们 恒 设 弹性 体 S 是 各 向 同性 的 ， 
其 弹性 常数 为 «与 x. 我 们 将 分 别 给 出 在 洞 的 情况 和 裂纹 的 情况 下 复 应 力 函 
数 的 一 般 表达 式 . 
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6.2.2 带 洞 区 域 情况 


考虑 双 周 期 区 域 S = SHE Pu PA p MAST ,Sz ,…,Sz 的 情况 . 
在 每 个 洞 S7 G = 1,2,…,p) 中 取 定 一 任意 点 z. 根据 平面 弹性 一 般 理 
№, 由 应 力 的 双 周 期 性 , 复 应 力 函 数 plz) 和 Са) 可 表 为 


p 
pe) = 1 УМХ, + iy,) logo(z—z;) 
j=l 


~ ore FIA 
+ & (=), z€ 5, (6.13) 
Р 
K . 
plz) = Date 22 (Xe — iY;) log o(z— z;) 


+ó (2), zES, (6.14) 
其 中 m(z) 5 д (z) Ж ЭТИ, oC) 是 Weierstrasso 国 数 ， 而 对 数 可 任意 
取 定 一 分 支 . RH, 它们 的 多 值 部 分 已 经 分 离 出 来 了 . 经 求 导 (并 记 @(z) = 
p'le), Plz) = ф(х) 等 )， 便 有 


1 2 . 
D(z) 一 一 ео (X; + iY, 26 — 2;) + Bo (lz), 2 Є S, (6.15) 


b 
K ñ 
VO = Fee pay 22 (X; 06 n, ze S, (6.16) 


НЕ fe) = oe) 为 Weierstrass CH. 由 (6. 12) 5, 立即 可 见 (6. 15) 式 与 


(6.16) 式 中 的 求 和 部 分 是 双 周 期 的 . 
我 们 论断 Ф, (2) = P) 十 iQ(z) BRAN. 实际 上 , 由 应 力 的 双 周 期 
性 以 及 (2. 1) А, 立即 知道 P(z) 是 双 周 期 的 , 因而 由 Cauchy-Riemann 方程 


得 知 38 590 也 是 双 周 期 的 ， 所 以 , KER QCz) 是 双 准 周期 的 ， 


Q(z + 2w) = Q(z) + v, > k = 1,2, 
ЖЕ u), 为 实 常数 , 这 样 Dy (=) 也 是 双 准 周期 的 : 
Ф, (z + 2w,) = Ф, (2) Бір, k= 1,2. 


4 f 
Ф, (z) = Ф (z) — Aoz — By S (z — 21) (6.17) 
( 记 住 М STP), 其 中 
1 1 _ 
Ay = meen —и№), В = =: Сару аи) (6. 18) 


(р = а), k = 1,2). 由 (6.4) 5 (6.5) ж, 可 直接 验证 @,(z) 是 双 周 期 
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的 , 在 S+ 内 全 纯 . 将 (6. 17) 式 两 端 同 乘 以 2 并 沿 积分 ,立即 可 得 B, 二 


0， 因为 易 见 | Bde = 0. 因此 ， 
Фо (z + 2%,) — Ф (=) = 2Apwy, = i> k= 1,2. 
WHA, Z 0, MJ 24。 = z, TEZ 一 2 ВЯ, ЖИ. MUA = 0, 这 就 
D Ф, (2) 是 双 周 期 的 . 
由 (2. 2) RR, zO (=) + (z) 必须 是 双 周 期 的 . 由 (6. 16) 和 (6. 12) sk, 


AZO (z) + Ч (z) 也 必须 是 双 周 期 的 . 
选取 常数 4,B, 19 


Dez) = Ах + BE(z— 2%) (6. 19) 
在 S+ 内 全 纯 、 双 准 周期 , НИ 20, 为 加 数 : 
D(z 2w,) = D(z) +20, k=1,2, (6, 20) 
因而 函数 
m(z) = z— D(z) (6. 21) 
在 S+ 内 为 双 周 期 的 (但 不 解析 ). 由 (6. 5) sh, 易于 验证 
A= 2 сар ар), B= 2 (оғо — Tro), (6. 22) 


后 者 表明 B 为 实数 . 定义 
Ч. (z) = Pile) + РФ’ (х) 
= W, (z) +z@ (z) — m(z)@ (2), (6.23) 


它 已 是 双 周 期 的 , HE S+ 内 全 纯 ， 这 样 , 我 们 可 把 (6. 16) 改写 为 


Wz) = ner Uo —~iY,;)€(z~2z;) 
— Dep lz) + W, (z). (6.24) 
(6. 15) 与 (6. 24) 式 分 别 为 Ole) 与 У) 的 一 般 表 达 式 ， 其 中 四 (z) 与 
P (z) 已 是 STARS ра. 
回 到 (6. 14) 式 ， 可 以 写 
(х) = cae (X; — iY; )logo(z — z;) 


— D(z=)@(x) + д (z), (6.25) 
Фо L= Wie] = W,(z) + D (z)@(z) (6.26) 
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在 S+ 内 双 周 期 全 纯 ,(6. 13) 和 (6. 25) 式 分 别 为 p) 和 w(x) 的 一 般 表 达 式 ， f 
其 中 go (z) Ж ó; (=) BH STALE. МУ p(xz) Ж 00) 的 多 值 部 分 已 经 分 离 
THE. HA Фф (2) = Dle), Yl) = W, (z) 是 双 周 期 的 ， BL фо (z) All ó, (z) 
是 双 准 周期 的 : 

Py (z+ 20) = ont 

k=1,2 

Po (z+ 20) = d (z) + ó, , 

其 中 e, , ó, 均 为 常数 ， 


6.2.3 带 和 裂纹 区 域 情况 


(6.27) 


ME Р, PA р ЖЕ, = а, j= 1,2，… (图 6.3). EL, 的 正 、 
负 侧 上 外 应 力 的 主 矢量 分 别 记 为 X + iY, HAERES | 
X; +iY, = (X} +iY}) + (ХУ) G = 1,2,6, р), (6.28) 
它们 满足 (6. 12) 式 . 如 在 Po 中 只 有 一 条 裂纹 Li, MI 
Xf=—Xy, Yf=—yYjy. 
代替 (6. 13) 与 (6. 14) R, 现在 可 以 写 出 


ez) = ae + iY;) log o(z—a,)o(z—,) 


~ 4nCe + 1) 2 
+ Ф (2), (6. 29) 


р 
K А 
plz) = TGT D 22 (X, 一 iY;) log oz а;)002— b;) 


+ $f Cz) (6, 30) 

(z€ S), EF p (z) , ó! (2) 均 为 单 值 的 , 因为 p(z) ,Wlz) 的 多 值 部 分 已 分 

离 了 出 来 但是, 在 这 两 式 子 中 求 和 部 分 在 裂纹 LG = 1,2," p) 的 端点 

а,Ь 处 有 对 数 奇 异性 , 故 其 导数 在 该 处 有 一 阶 奇异 性 , 这 在 应 用 中 极 不 方 
便 . 为 了 克服 这 一 缺点 ， 我 们 引进 函数 

Н, = [оса да, PES F=L2yp, (6.31) 


其 中 


—a.—b, 
њо) = 2290—60. (6. 32) 


b; — а; 
因为 Kt 一 z) TE t= ЖМЖ, НА а) =1, hj) =—1, 所 以 
H, (z) E z = а; ЖЬ, 处 与 log o(z— a,)o(z — b,) 一 样 都 有 同样 的 对 数 奇 异 
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性 ， 因而 log a(z—a;)o(z—6b;) — H; (=> 在 aj sb; 处 有 界 ， 于 是 ， (6. 29) 与 
(6. 30) 式 可 分 别 写 成 
1 Р . 
plz) = жет D 2 X; + iY;) Clog alz — a; )o(z— b;) 
b 
K . 
Cz) = пер 22 X; —iY;)(log o(z — а;)о(= —b;) 


—Н, (=) + À, (z), z€ S, (6.34) 
其 中 qo(z) 与 加 (xz) 在 S 中 全 纯 , 在 各 裂纹 端点 处 分 别 有 与 ФС) 5 (2) 相同 


类 型 的 奇异 性 . 顺便 还 可 注意 , Bw] A (Ode = 0, Н, Со) 是 双 周 期 的 
经 求 导 , 可 得 
1 2 . 
Ф(=) = терь A Fi Cea) + &(z—b,) 
— H; (z)) +0 (z), z€ 8, (6.35) 
p 
K А 
(х) = ine X 10) (2а) + 002—6) 


—H GO) + W (z), <€ S, (6.36) 
其 中 
H = | hj (DR а (6.37) 


当然 是 双 周 期 的 . 
如 前 段 中 一 样 , 易于 验证 Ф, (z) 是 双 周 期 的 . 为 了 考察 (2), 我 们 令 


6 
t, (z) = aoa, Ch, =) (0 — a) tt — z)dt, z€ 5, (6.38) 


它 在 S 内 全 纯 ， 在 端点 a; |b; Q = 1,2, , p) 处 有 界 ， 且 为 双 准 周期 的 : 


t (z+ 290) = Я (Cz) +2, R=1,2, (6.39) 
故 其 加 数 与 SCz) 的 相同 . 代替 (6. 19) 式 中 的 Dz), 定义 
D, (х) = Az + ВЕ (=), (6.40) 
ЖА, ВН (6. 22) RAH. ХВ, Р, (z) 也 有 加 数 20, ‚2, НШ 
mi (z) = z— D. (=) (6.41) 


是 双 周 期 的 . 所 以 , 代替 (6. 34) R, 现在 可 以 写 
P 
(z) = Ine TD 2: % —iY,) (tz — a) + t(z b) — H,(z)) 


一 Di (DP (2) + W, (х), (6.42) 
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Ж, (=) 由 (6.26) RPE DO 与 m(z) 分 别 改 为 D: (2) 与 mi (z) 后 定义 ， 
在 S$ 中 已 是 单 值 、 双 周期 的 . 因为 D (z) 在 各 裂纹 端点 处 保持 有 界 ， 所 以 它 
在 (6. 42) 式 中 的 出 现 会 使 Y) 与 (z) 保持 相同 的 奇异 性 态 . (6. 35) 与 
(6.42) 式 就 是 在 周期 裂纹 情况 下 应 力 函 数 的 一 般 表达 式 , 其 中 D (z), Wy (z) 
都 是 双 周 期 全 纯 函 数 . 

回 到 (z), (6.34) 式 可 改写 为 


b 
plz) = ео 22 X; —1У,;) (log o(z —a;)o(z —b;) — H;(z)) 


一 DG(Cz) 十 办 (xz)， z€ S. (6.43) 
这 时 , 在 (6. 26) 式 中 把 D(z) 换 成 Di(z) 后 ， 仍 保持 成 立 ，(6. 33) 5 (6. 43) 
分 别 为 现在 讨论 的 情况 下 应 力 函 数 p(x) 与 Hz) 的 一 般 表 达 式 : go (zx) 与 
Z, (=) 是 双 准 周期 的 ,其 加 数 仍 分 别 记 为 ook = 1,2). 


63 双 周 期 基本 问题 


6.3.1 有 关 双 准 周期 函数 的 加 数 间 的 关系 


在 讨论 双 周 期 基本 问题 之 前 , 我 们 要 和 弄 清楚 应 力 函 数 pe) d (z) 以 及 
АЖ g(z) 中 分 别 出 现 的 加 数 pi ,内 WB g, (k = 1,2) 之 间 有 什么 关系 . 

首先 , 我 们 介绍 某 些 力学 量 . 设 P. 边界 上 外 应 力 为 X, CG) + iY, (0) 
(TED), 于 是 作用 在 TP, 上 的 外 应 力主 矢量 为 


F, = f, XO + iy) (k = 1,2,3,4), (6.44) 
其 中 0o 为 上 的 弧 长 参数 .由 双 周 期 条 件 , F, =— К, F, =— Е. © 
fO = | (XW +i¥, Odo, O t € Ty. (6. 45) 
Е Г, ЕЕ, Нл Г, 上 应 力 合 主 矢量 为 零 . 显然 
F, =—ilf(@]r,. (6.46) 


这 就 表明 
[fOr = fa) — (0) = fo), 
f Ip, = f(2w + 2w) — (20). 


Ф 确切 说 来 , HP ас H dolt). т rlo). 
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由 (2. 35) 式 , 我 们 知道 
gn 十 ro + = f(z) +const, ТЕГ, (6. 47) 
所 以 
[eo 十 ro G) + СР], = РЬ, Ё=1,2,3,4. (6.48) 
首先 考虑 带 洞 区 域 情况 . 
利用 aCe) 的 性 质 (6. 8) zÇ; 
o(z— z; Б 29р) 一 一 Phat) g(x д), 
k=1,2; jf 一 1,2，…， 力 ， (6.49) 
将 其 代入 (6.13) 和 (6. 25) R, 并 注意 (6. 12) R, EA 
1 Р . Ш — . 
wee FDX +, ет 25) +@ + d; = iF,, 
k=1,2, (6. 50) 
п 8, 类似 地 代入 (2. D R, EA 
UM +iY;)Re{yz;} + кф, — 9, = див, 
k=1,2, (6.51) 


REALE I, = g Q= 1,2). 
H (6. 50) 与 (6. 51) 式 , 立即 得 到 


@, 一 一 UO У а; + —— = ТР» + Zuge), 


bh = eyo Ма; — Те РЕН2 ЕЮ, 
k=1,2, (6.52) 
ШК, RIRS Е Го 上 外 应 力 的 主 符 Mo. BR, ЕЕ Г +T, 上 相应 的 
ЖИ м, TEME Lo EREE М, =— М. 
我 们 来 找 出 M, 与 F, 之 间 的 关系 . $ r= + in 于 是 ， 
M, = |А CEY, (0) — 7X, C1) )do = Tmf r(X, (2) + iY, (r)) 4, 


另 一 方面 , 由 应 力 的 双 周 期 性 ， 可 知 
X, (t+ 2o,) =— X, (z), 
Y, (r+ 2щ,) =—Y, (1), 
因此 , 由 上 面 的 等 式 得 知 


| тЄ Г, Е = 1,2. 
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М =—M,, = 2Im{o, F; — œ Е). (6. 53) 
АВ, 我 们 可 找 出 M, 与 ó, 之 间 的 关系 ,因为 ( 见 Мусхелишвили [1] sË 
路 见 可 [7]) 
M, 一 一 Re| т (г) аг, 


由 Ст) 的 双 周 期 性 ， 立 得 
M, = 2 Reío, [400 Jp, — o [400 Jp, }. 
以 (6.25) ЖА, 并 利用 (6. 12) 式 , 可 以 看 到 


p 
к) : 
М 一 2Re{ [ac 一 iY; 7 2 — 20, (0) +4 | 


KT 2 . — 
-a et 0800 Yey —2 000) + h |), 
МУН (6.5) 与 (6.15) 式 ， 经 化 简 后 有 


М, = = tml 16, —iY,)z;} 


р 
+= pRe[e Tz — Er w) 22 (X; HYDE} 
+ 2 Ке{а фу — аф) + 4 Кеа w, — wrw ) Ó, (0). (6.54) 
因为 2(z) 增加 一 项 ez (e 为 实数 ) 不 会 改变 应 力 分 布 ,因此 我 们 恒 可 设 
Фо (0) 为 实数 ， 即 


Im 2o(0) = Im Gu (0) = 0. (6.55) 
于 是 (6, 54) 右 端 最 后 一 项 可 略 去 ， 
M, = рэ —iY;)z; ) 
P 
Неве % — e) 21 (X; +iY;)€(z;)} 
+ 2 Re{w фу — o pe}. (6. 54)’ 


由 (6. 53) 式 和 (6.54)” R, TI pop SAF, 之 间 的 一 关系 式 ， 实 际 
上 ， 在 条 件 (6.55) 之 下 ， 可 得 
Re{w fı — wi 4} 


= zg 7D! m( OX, — iY, )z; } 


р 
一 sarpe Br — и) 2, (X; +iY,)¢(z,)) 
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+ (Е, —@;F,}. (6.56) 
特别 ， 当 在 每 一 L; 上 的 外 应 力主 矢量 为 零 时 , 即 X, +iY; =O, (6.52) 与 
(6.56) 式 分 别 成 为 


Ф. = ea + 266), 


k = 1,2, (6. 57) 
th = pH iF; 26), 
Кеа аф) = (аР, — 07Р) = AH Relg — o ge) 
= +M, =—ŻM,. (6. 58) 
此 外 , 由 上 列 诸 式 , 还 可 断言 
Ке(а фу — wp} = 0. (6.59) 


其 次 ,考虑 带 裂 纹 区 域 情况 . 如 前 推导 , 注意 Н, (z) 是 双 周 期 的 , 易 见 
(6.50) 与 (6. 51) 式 现在 分 别 成 为 


ze + iY; Lm Ca; + 6;) — кт» (а; +5;)] 


+9 + ФЕ =iF,, k=1,2, (6.60) 
p 
K . 
+ кф, — P; = 2р6} Ё = 1,2, (6.61) 
于 是 (6. 52) 成 为 
Pe 一 一 БА + i¥;)(a; +b) 十 一 一 1 —IGF, + 28), 


KN, 
Ф = re — ПУ (а; +b) 一 = ay ie Fa +2680), 


k= 1,2. (6.62) 


相仿 地 ， 当 每 一 裂纹 工 W W) LMS wAGERBX,+iY, 一 0 (j= 1,2,*…， 
р) 时 , 等 式 (6. 57) ~ (6. 60) 保持 不 变 . 

Е 上 述 讨 论 可 以 推广 到 在 弹性 区 域 中 既 有 洞 又 有 裂纹 的 情况 ,这 不 会 
有 大 的 困难 . 


6.3.2 基本 问题 的 提 法 
在 上 述 讨论 之 后 , 我 们 可 以 给 出 双 周 期 基本 问题 的 一 般 提 法 . 我 们 将 论 
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证 带 洞 区 域 的 情况 . 一 切记 号 如 前 . 

对 双 周 期 第 一 基本 问题 ， 外 应 力 Х, (2) + iY, 2), Е LEK, 它 当然 
是 双 周 期 的 . 但 是 , 仅仅 这 样 不 足以 保证 弹性 平衡 解 的 唯一 性 ， 除 此 之 外 ， 
PIM, 还 要 分 别 给 出 万 Al, 上 的 应 力主 矢量 已 Fo 在 这 样 的 条 件 下 , 可 以 
建立 问题 的 解 的 唯一 性 . 

实际 上 , MRL EDX, (1) + iY,G) = 0 B F, = F, = 0, WH WHEE 
积分 ” 


J = | (X,u 十 Yuo)ds 十 | (Хи + Y,v)do 


一 Reff (X, +iY,)gCe)do] 
= 2Re(g, F, — geF,) = 0, I (6.63) 
因而 S+ РУ У Br ЛУ ETEL Мусхелищвили [1]). 这 就 等 价 于 第 一 基本 
问题 解 的 唯一 性 ,但 应 注意 , 因为 X, +iY, ВЖЕ, 故 
ML = |. (УХ, — хҮ,)45 


也 是 一 已 知 数 ; Н (6.53) ж, 
Im{a, F, — BP) =— M, (6.64) 


EEA, 因而 FiF: 不 能 任意 给 出 而 必须 满足 这 一 条 件 ， 
我 们 的 双 周 期 第 一 基本 问题 是 要 求解 
Ф) Ф D+OD = f(t) + С, (mn), 
ЕЕ L,(msn) = {t | t—Q,, € 1}, (6.65) 
其 中 
ҒО) = ;| (Xa (D +iY,())ds, te L; (6.66) 


(2, HL; 上 的 任 一 固定 点 ), 县 已 双 周 期 延 拓 于 上 上 ， С; (m,n) 为 待定 常数 
(myn 二 0; 土 1,; 填 2,…). 将 (6.13) 与 (6. 25) RRAC. 65), 我 们 可 以 得 到 
Ф (z) 与 do (z) 所 要 满足 的 边界 条 件 : 
Фо (t) + m(t) Po + Ó 0) = fo G) + С, (myn), 

t€ Г.; (т,п), (6.67) 
其 中 f, G) 是 一 已 知 的 单 值 双 周 期 函数 , 这 是 相当 于 化 为 了 所 有 Xi + iY; = 0 
(j 二 1,2,--,p) 的 情况 . 我 们 下 面 恒 作 此 假定. 求解 此 边 值 问题 , 实际 上 只 
要 求解 下 列 边 值 问题 即 可 : 
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Ф (0) + m(t) Фо + Фа) = fo (t + C; , 
L€ 1,,ј = 1,2,.*,р, (6.68) 
其 中 Ci = С,(0,0) 为 待定 常数 , 而 其 他 C, Cnn) 可 自然 地 由 ф(х) Al ó, (z) 
的 加 数 确定 . 
我 们 恒 假 定 条 件 (6. 55) WE. WA Xi 十 iY; = 0, RA 


g, +1% = iF,> k= 1,2. (6.69) 
RA fo(z) 在 各 L, 上 为 单 值 ， 故 在 (6. 58) 中 ， 
м, = Re[| ља). (6. 70) 


因此 , —Н go (z) 5 4 (2) 如 已 求 出 , HE: 用 两 种 不 同方 式 考 虑 М, 便 可 
证 实 (6. 57) 成 立 , 从 而 当然 (6. 58) 也 就 成 立 . 

ВНЖ, ЖК ЖЕ, 对 双 周 期 第 一 基本 问题 , 恒 可 假设 在 每 Li G = 
1,2,…,p) 上 外 应 力主 矢量 Xi 十 iY; = 0, 要 寻求 两 个 双 准 周期 的 全 纯 函 数 
@ (z) 与 д 满足 边 值 条 件 (6. 68) (С.С, ,Cs 为 待定 常数 ), 已 知 分 别 
ЖГ AT, 上 的 外 应 力主 矢量 F. 和 F, 满足 下 列 条 件 者 : 


(Е, Е) =— treff fod}, (6.71) 


还 附加 要 求 pC) 与 о (=) 的 加 数 满足 (6. 69). 这 里 已 设 (6. 55) RWE. 此 
外 ,， 易 于 验证 : 为 了 解 ФС), (2) 的 唯一 性 (不 是 指 应 力 分 布 的 唯一 性 )， 
可 以 再 要 求 0, (0) = 4 (0) = 0; 如 事先 已 指定 C, = 0, 只 要 求 m(0) = 0 或 
%0) = 0 BPT. 

条 件 (6. 59) 与 (6. 58) 可 作为 对 pop 公式 的 检验 . 

对 于 双 周 期 第 二 基本 问题 ,已 知 每 一 世上 的 位 移 函 数 g(bD G = 1, 
Zep) 以 及 加 数 gj ,g2， 求 弹性 平衡 .现在 X; -ЫУ,, J= 1,25" Po 为 待 
定 的 . 它 可 以 化 为 双 准 周期 边 值 问题 : 

кфо (t) — m(t) po (0) — Ф (0) = go (D, 
t€ L, f= 1s2syp, (6.72) 
其 中 go (t) PRA ga) 的 项 外 , 还 含有 以 待定 常数 Xi +iY,G = 1,2,…,p) 
为 系数 的 项 , 但 这 时 没有 类 似 于 (6.71) АСЕ, , F, 换 作 gi ,gs) 那样 的 补充 要 
求 ， 为 了 唯一 确定 go (z) НАС), BIE, ABBR po (0) = 0 BK d, (0) 一 0 即 
可 . 

对 于 第 一 或 第 二 基本 双 周 期 问题 解 的 存在 性 可 以 在 求解 过 程 中 实现 ， 例 

如 ,如 同 非 周 期 情况 一 样 (参看 路 见 可 [7]), 可 将 其 化 为 某 种 Fredholm 积分 
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方程 ,其 核 函 数 含 有 Weierstrass £ 函数 或 9 函数 . 

类 似 地 ,也 可 考虑 带 裂 纹 的 双 周 期 弹性 基本 问题 , 这 时 go (z) 与 fy CG) 
在 各 裂纹 端点 有 可 积 奇异 性 , 求解 这 种 问题 时 ， 没 有 原则 性 的 困难 ， 可 将 其 
化 为 核 函 数 中 含有 Weierstrass £ 函数 的 奇异 积分 方程 . 

所 有 这 些 , 我 们 就 不 再 详细 论述 了 . BT 中 在 这 方面 也 做 了 一 些 工 
fe; 李 星 也 曾 做 了 一 系列 工作 , 并 在 其 专著 [1] 中 加 以 总 结 . 


o— 出 录 ° 
平面 弹性 循环 周期 间 题 


在 各 向 同性 周期 平面 弹性 问题 中 , 除了 单 周 期 和 双 周 期 情况 外 , 还 有 一 
种 循环 周期 间 题 , 或 称 为 循环 对 称 问题 ,为 了 周期 间 题 的 完整 性 , 在 本 附录 
中 将 简单 介绍 在 这 种 情况 下 的 复 应 力 函 数 表达 式 . 由 于 在 路 见 可 [7] 中 对 这 
种 问题 有 较 详细 的 讨论 , 这 里 就 不 再 重复 了 . 

设 平面 中 弹性 区 域 S 关 于 某 点 , 不 妨 设 为 原点 , 循环 对 称 , 即将 它 绕 原 


ЕН" (n> 2 为 正 整数 ) 角 后 S 保 持 不 变 , 且 在 S 的 边界 上 外 应 力也 保 


持 不 变 , 则 这 种 问题 就 称 为 循环 周期 间 题 , To= o, — ° 称 为 循环 常数 ,这 


类 问题 在 实际 应 用 中 常见 ， 从 原则 上 讲 , 这 时 的 第 一 、 第 二 基本 问题 等 只 是 
非 周期 情况 的 特例 ,因而 可 用 已 有 的 方法 求解 . 但 可 以 想到 , 利用 循环 对 称 
的 特点 , 将 会 使 求解 问题 的 方法 大 大 简化 , 因而 有 必要 专门 讨论 ， 这 里 , 我 
们 仅 就 其 复 应 力 函 数 的 特点 及 其 一 般 表 达 式 进行 讨论 . 

在 循环 对 称 情况 下 ， 显 然 用 极 坐标 代替 直角 坐标 较为 方便 . W z= z+ iy = 
рей, z € S, 而 应 力 函 数 记 为 mvoy 和 rw， 位 移 函 数 则 记 为 内 十 im 熟知 ( 参 
看 Мусхелишвили [1] 或 路 见 可 57]): 定义 Oe) 与 P) 如 前 ， 

с, + 09 = 2(ФС=) +$Ф(=)), 
ву — 6, 十 2iro = AEL AOE + Wz)) ee, | 
z € S. (1) 
2uCv, + ivg) = (ф(х) -zg a) pee”, 

由 循环 对 称 性 , TE < Ej oz Akb s bn 26 HH BS М JJ ЕСТ i PPB АН 

等 , 即 (1) 式 中 的 z 改 为 wz 时 其 右 端 应 相等 . 故 由 (1) 中 第 一 式 知 ， 
Re@(oeoz) = ВеФ(=), 
因此 КеФ(и=) = @(z) + id(z), HP 002) 为 一 实 函 数 . (AA OCz) 和 6(ooz) 
都 是 S PHS APR, AP 0(=) ВЕН. 从 而 Cz) = ó 只 能 是 一 实 常数 : 
Blwz) = Dle) +10 (6 为 实 常数 ). (2) 
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将 此 式 对 z 求 导 , 得 
® (wz) = BO'(z) (因为 二 = ©). 


再 由 (1) 中 第 二 式 右 端 当 z 改 为 wx 时 的 不 变性 , 并 利用 上 式 ， 便 知 
W(eoz) = 9 (а). (3) 
将 (2) 和 (3) 式 求 积分 , 由 (1) 式 中 右 端 z 改 为 wz 的 不 变性 , 便 可 得 知 
可 PCwz) = glz) + ióz +a, 
wplwz) = (z) + b, 
其 中 a,6 为 某 二 复 常 数 . 但 应 注意 , 如 果 S 是 多 连通 区 域 (包括 带 洞 或 (和 ) 带 
裂纹 的 有 界 与 无 界 区 域 )， 一 般 说 来 ，P(z) 与 Ye) 为 多 值 解析 函数 ， 这 时 ， 
上 面 两 式 中 的 poz) 与 (oz) 要 这 样 理解 ; 对 某 点 zx € S, ARE pe), Wz) 
之 值 ; 当 z 沿 S 中 某 一 确定 路 径 变 到 wz 时 , 便 得 p(wz) ,ylwz) РАН; MY z 
连续 变动 时 ， 这 一 路 径 也 连续 变动 , FH pg(z) (z) 在 = 的 某 一 邻 域 中 取 定 
一 单 值 分 支 ， 9p(z) 5 de) 在 wz 的 相应 邻 域 中 也 就 有 确定 的 单 值 分 支 , 且 当 
前 者 换 成 另 一 单 值 支 时 ,后 者 也 换 成 另 一 单 值 支 . 
将 以 上 两 式 应 用 于 (1) 中 第 三 式 右 端 , 并 利用 它 x 改 成 wz 的 不 变性 时 ， 
可 以 得 出 
к(10 +a) +idz —b = 0, 
从 而 


这 样 , 我 们 便 有 
Blwz) = Ple), 更 (wz) =e (z), (4) 
Ф(ш=) = og@(z2) +A, Woz) = wylz) + xA, 
其 中 A = wa 为 一 复 常数 , 但 因 把 oe) 改 为 pe) + C, 同时 (2) 改 为 
Wz) + iC (C 为 任意 复 常 数 ) 时 ， 既 不 改变 应 力也 不 改变 位 移 ， 所 以 , 如 果 取 
c= -全 ,就 有 
ф(шх) = o@(z2), (юх) = @ 0 (2). (5) 
(4) 和 (5) 式 就 是 在 循环 对 称 情况 下 复 应 力 函 数 的 特性 . 
Ш S 为 多 连通 域 时 ,最 好 能 把 p) 与 Wed) 的 多 值 部 分 分 离开 来 . 
2% 8 S 为 带 洞 的 有 界 区 域 情况 . 这 时 S 的 外 面 边 界 为 一 循环 对 称 的 封 
闭 曲 线 Lo 如果 原点 O 不 在 S 内 , 亦 即 它 在 S 的 某 个 洞 内 ,那么 这 个 洞 的 边 
界 也 是 循环 对 称 的 封闭 曲线 ， 记 为 LnHi 如 果 OE S, 则 这 个 洞 当 然 不 存在 ， 
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Lig 也 就 没有 了 . 在 一 个 循环 周期 区 域 

Sy: — < argz < Ара z€ 5 (= 0,1,-*,п – 1) 
H, 还 可 能 有 m 个 洞 , Ж у Lig Log ote Lene CLAD BE AS FF EI AE , 
Вр т = 0). 对 固定 的 7 (1 <; < m), Ljo sL; sto Li, a 是 循环 周期 合同 的 . 
RINE Lo = 2 又 分 别 记 Lo , L, 在 S, PAM EEK lo = ао, Langs = 


аб. ЖЖ, SES, 中 的 部 分 其 边界 为 7 = >. RIK Lo 的 反 时 针 向 
为 正 向 ,而 其 余 的 边界 曲线 取 顺 时 针 向 为 正 向 , 于 是 S 的 整个 边界 也 有 了 正 
向 , HB SEREN: S— 5+. 这 时 71 也 有 了 正 向 , 再 适当 补充 , 可 得 S, 的 边 
界 的 正 向 , В S, 在 其 正 侧 : S, = Sf. 

由 循环 对 称 性 , Lo 5 Leo 上 外 应 力主 矢量 必然 为 0. BEL = Ly Q < 
j 过 m) 上 外 应 力主 矢量 为 X; 十 iY;. FE, 在 Lj 上 的 必 为 (Xi НУ а. 在 
Lo = 1, (1 之 j т) 所 围 内 域 即 洞 中 任 取 一 点 =; , 而 在 Ls 所 围 内 域 中 取 相 
应 点 wtz;, 则 由 一 般 理论 知 ， 


pz) 一 = ерту > X, + iY; ооба — айз) 
J» 
+9 (=), zES, (6) 
к 4 ñ — 
(=) = тео 220 — iY, @*log(z — otz) 
+ Ф (2), zZ Є 5, (7) 


其 中 e (=) 5 A (z) 已 在 S PAA, 全 纯 , 对 数 支 可 任意 选 定 ，>， 为 对 j 从 
J, k 

1 #J тж, ААО 9] л 1. 当 z 沿 S 内 一 确定 路 径 变 到 wx 时 ， 如 果 认 

定 


则 由 (5) 式 易 见 

Ф (oz) = wp lz), 内 (wz) = wple), (8) 
由 此 可 知 

Bo lwz) = Ф (=), 更 (wz) = а (z). (9) 


这 些 便 是 循环 对 称 情 况 下 复 应 力 函 数 的 特性 . 
如 果 S 是 带 洞 无 界 区 域 , WEO 与 (7) 式 右 端 还 要 分 别 加 上 pz УГ 
的 项 , 古 与 "为 与 无 穷 远 处 应 力 有 关 的 常数 ,还 可 注意 ,， 当 L, 不 存在 即 
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OE SH, 由 (8) ЖЖ Ф (0) = 4 (0) = 0; SHAMIL, RAEN, 
应 有 gy (co) = ф (оо) = 0. 

当 5 为 带 循 环 周期 裂纹 的 区 域 时 , 其 应 力 函 数 也 有 与 (6) 和 (7) 式 类 似 的 
AX, 这 里 就 不 写 出 了 , 但 (8) MO) 式 仍 成 立 . 

由 于 循环 周期 应 力 有 如 上 的 特性 , 故 在 求解 第 一 、 第 二 基本 问题 等 时 ， 
就 可 化 为 求解 在 1 上 的 积分 方程 ,而 不 必 在 整个 L 上 讨论 , 自然 简便 多 了 . 
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